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Capítulo ? —- Módulo de um número real 
Capitulo 2 — Intervalos e vizinhanças 


Capítulo 3 — Função 


| 1 | Módulo de um número real 


14.1 — DEFINIÇÃO DE MÓDULO DE UM NÚMERO REAL 
Para todo número real x, o módulo ou valor absoluto de x, que se indica por | x |. 
& definido por 


|x|= x sex20 
-x, se x5z0 

Exemplos 

a) O módulo do número real Sé 5, isto é, |5| =5 

b) O módulo do número real zero é zero, isto é, |0| = 0 

c) O módulo do número real -S é S,isto é, |-5|=-(-5)=5 


Observe que, se x é positivo ou nulo, seu módulo é o próprio x; se x é negativo, o 
módulo é obtido trccando-se o sinal de x. Também note que, se x= 0, é indiferente 


dizer-se |x|=x ou |x[=-x. 
Da definição resulta que o número |x| é não-negativo e que a igualdade [x] =X 
dá-se quando, e somente quando, x = 0; então 


vxxeR:|x]>0 
Finalmente, para todo número real x, tem-se 
El==1=1x] 
1.2 — INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA 


A noção de módulo acarreta naturalmente o conceito de distância. 

Sobre um eixo, consideremos os pontos A e B, de abscissas x e y, 
respectivamente. À Distância entre os pontos Ae B,ou entre os números reais x 
e y, é, por definição 


A(x) B(y) 


Observe que para todo número real x tem-se B(y) A(X) 


dx y=|x-y]: Xx<y 


|Ix|=|x-0] | Xx-y 


Essa igualdade significa que o módulo de x é à distância de x an número zero, ou, 
que é a distância do ponto À, de abscissa x, à origem de O, 


Exemplos 


Na figura ao lado. o número real 3 estã CD a O é Bd : 
associado ao ponto À; o mádulo de 3 é 4 -3 SANA 24 o 
a distângia entre A e 0. O número real 

— 3 eslã associado ao ponto Bo mo- | | 

dulo de- 3 & a distância entre l 


3 | 
[EE I 


1.3 — UM RESULTADO IMPORTANTE 


Um número real x, não-negativo, admite uma única raiz quadrada não-negativa, 
que se indica por Vx. 

Por exemplo, o número 9 possui duas raízes quadradas: 3 e -d o número 36 a 
raiz quadrada não-negaliva de O e escrevemos 


J9=3 


; 2 
O leilor deve estar atento para o erro que se comete quando se escreve VXÍ =X 


essa igualdade é correta quando x é não-negativo e é falsa quando x é negalivo; 
por exemplo, sex =— à, tem-se 


de = Áo3) =/9=34x 
Propriedade 
Fara lodo númera x tem-se 
ra =|x| 
Demonstração 
Note inicialmente que x» = (- x)? e, então, x e —x são raizes quadradas de x ese 


x30,0núumeroxé&a raiz quadrada não-negativa de x ese x sD, onumero-X é 
a raiz quadrada nêão-negativa de x 


Camo dx? e : raiz quadrada não-negativa de x”, tem-se 


be =x, sexz0 


JxX =-x sex<s0 


e dai podemos escrever que 


dê =| x, se O Ati) 


=x, se x<0D) 
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4.4 — PROPRIEDADES DO MODULO 


Propriedade 1 


Para todo número real x, tem-se 


“=|x[sxslxl | 
Demonstração 
Sex =0temse 
—REXEX 
e, como !x|= x, podemos escrever 
=|x|<x<|x|] 
Se x< Otemse 
XEKXE-K 
e, como |x | = — x, podemos escrever 
—|x[Ex5/x| 
o que comegleta a demonstração. 
Propriedade 2 
Se x ey são números reais, tem-se 
poyl=|xbpyi 


Demonstração 


|eoyf= Joey = dy = dy =|el-|y| 


Uma conseguência imediata da Propriedade 2 é que sendo x e yregise yz0, 
tem-se 


x 


NEI 
Fy| 
De fato, fazendo E =a, lemos 


a 
y 


[ol=lallyl=laoyl=[E-v]= 15] 


u 


dande resula a tese. 


É claro, também, que 


Propriedade 3 


Se x € a São números realsegdg > 0 ter-se 


|x|<ae-a<x<a 


Demonstração 
1 parte 


Hipófese: |x|<a 
fesgi-asxca 


Inicialmente, consideremos x > D; então |x | = x e, da hipótese, podemos concluir 
quex<a Comoa>0 lemse-asxedai-a<xsa. 

Agora sex 5 0 temos |x|=-xe da hipólese-x<a então, x>-a. Como a>0D, 
a>x tem-se-a<x<a oque completa a demonstração. 


2º parte 


Hipótese -a<x<a 
Tese: |x|<a 


Inicialmente, se x > O tem-se |x|= x E, como por hipotese x < a. conclui-se que 
jxj<a. 

Se agora, xº O, tem-se | x|=-— x. E, como por hipótese x > — a, conclui-se que 
-x<aedai|x|<a. 

Dbserve que a Propriedade 3 
estabelece que [x | «a se e somente se 
x estiver a uma distancia menor do quê 
a, do ntimero zero. 


Como |x|=acs ix=aoux=-a), 
podemosescrever|x|sa = -a ssa. 


Propriedade 4 
Se xea são números reaise a > O, tem-se 


jx|[>asix<-aoux> a] 


Demonstração 


Veja o exercicio 1,15. 
Je 


Propriedade 5 — DESIGUALDADE TRIANGULAR 
Quaisquer que sejam os números reais xe y, lem-se 
Ixtyleix|+y] 
Demonstração 
A Propriedade 1 permite-nos escrever 
-|x|sx<|x| 
-|visy<]y] 
Somando membro a membro as desigualdades acima, temos 
-Qxl+riybsx+ys(|x|+|y] 
e, dai, usando a Propriedade 3, temos a tese 
Ix+ylelx[+|y] 
Exercicios resolvidos 


1,1) Resolva a equação na incógnita x:|x- 3] =4, 


Solução 

Ha dais números reais cujo máduln é 4:4e —4 Então, x-3=4oux-3=—4. 
Resalverdo as equações acima temos x= / qux=—1, 

Então 


se(7-1) 


Observe que as soluções da equação são tocos os x que estão à distância 4 do 
numero 3 


1.2) Resolva a insquação na incógnita x: |x- 3 |< 4d. 

Solução 

A Propriedade 3 permite-nos escrever 
=42=x-3e4 

e, daí 


-=1€x<7 
13 


Então 
S=fxeR|-I<xe7) 


Observe que as soluções da inequação são todos os x cujas distâncias ao número 
3 são menores do que é 


a] 0 | 3 7 
1.3) 5e x <-— 3, simplifique a expressão 


y=/9-Bx+x2 +/9+6x+ 
Solução 
Podemos escrever sucessivamente 
y= 3-0 + 3x 
y=|3-=x|+[3+x] 


Comox<-a temos 3-x: Deentão|/3-x=3-xej+x<0]0e então 


[3+x|==3+x)==-3-—-x 
Segue-se que 
y=J-x+(-3-M=- 2x 
Finalmente, y == 2x. 


1.4) Sejam os números reaisae bh sea £ b, definem-se 


máx (a: bj=b 
min(a bj=a 


Assim, máx (- 1,3]=3, mãx(3,34=3, minf-4,-1)=—4 emin (3, 3/= 3. 
Verifique que 


a+b+ib-al 

maáxfa hl= ——————— 
2 

a+b-lb-al 

min fa; b)= ——5—— 
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Solução 
Sebza temosmax(a:b)=b minfa;bb=ae|b-al=hb-—a: então 


a+b+lb-a| carbefb-a) 2b 


=b= ) E 
e 2 2 max (a; b) 
a+b-jb-a] a+b-(b-a) 2a 
—————— —— e— o = Í E 
S a 2 a= mina; b) 


Seb<a, lemos máx(a; bl=a minfa:b= be |b-al=-(b-a)=a-b; então 


+b+ib- 5 — 
hei a Pp O de) ARA 


Es 2 2 
a+b-|b-a| asb-ta-b) 2h 
— — He =" =b=minfa;b 
2 E 2 do 
1.5)se xe y são números reais, demonstre que 
ajlx-yls|x|+yl 
b)lxi-lyls|x-y] 
ellxt=Iykls|x—yl 
Solução 
31 Observe que podemos escrever 
[= pe ques (= yo] 
Então, a desigualdade triangular dá-nos 
Ix-yl=|x+-yWis|xi+|-y] 


E como|-y|=|v| vemnatese 
Ix-yls|x|+Iy] 
b) Observe que podemos escrever 
|x|=| (ey) +y] 
Então, a desiyualdade triangular dá-nos 
pxt=ltx-y+ryisix>y|+]y] 


Dal |x|$|x-y!+|y|,e, finalmente a tese 


xl=|y|ex=y| 


t5 


c) à propriedade anterior permite-nos escrever 
lyl-|xIs|y-=] 
e, dal 
Pyl-|xis|x=y! 
[E e =] Ei) 
Então, (1) e (b) dão-nos 
-|x-yislxl=-|y]s|x-y] 
e, da Propriedade 3 


Ixl-|yl|<|x-y] 


1.6) Demonstre que, se |x-x |<5 e ly-yoi<5. então 


[e+y)-Do +Yo)j<s 
Solução 


Aplicando a desigualdade triângular, temos 


E 


H 


+ p=to+y)l= Ie) +(y- yo) s|x-xo]+y-yol< 545 


1.7) Determine o menor valor de M, M > O, para que se tenha 


1 


XxX 


<M 


Paratodo x talque2 £x57. 


Solução 


1 1 
2exs7=|n[225 |[5]45=M 
+ NR: 


Como para x = 2 tem se , dado qualquer outroM', O <« M' < E a 


RI —s 


<M' não seria satisfeita para todo x, tal que 2 £ x 5 7. Logo, 


desigualdade 


1 
M= 5 ê O menor valor. 
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1.8) Mostre que se a, Db e c são números reais tais que a<b<c, então 
d(a b)«d(a,c) eque díb.c)<«d(a,c). 


Solução 


dia, b)=|2-b|=-(a-b)=b-a,poisb>a, por hipótese 
dia. c)j=|a-c|l=-(a-c)=c-a poisc>a, por hipótese 


Corna<th<c iemse 


fjje-azb-a>0 
|c-al>|b-al 
d(a, c) = dia, b) 


2)jc-bac-a>0 


je-t|>|c-al 
dib, c) > día, c) 


Exercicios Propostos 


1.9) Determine | x | se: , E 
Bjx=4 bjx=02-43 x=k d)x=—k? 


1.10) Determine x para que se tenha vx? - 8x -6 =x) -5x+6. 


1.11) Considere a expressão Y = Vtx— 17 


Quais são as diferentes formas que ela pode assumir, segundo os valores 
de x? 


1,12) Resolva as equações na incógnita x: 
aj|x-3]=8 
bijx-4|-|x+2|-0 
wlx-1] |x+2|=4 
0)18x-7]=[3+2x] 
esl9x|-11=x 


1.13) Resolva as inequações na incógnita x: 
1 
a) |2x-3| <— 
x-a<> 


bj[2x-4|=z8 
cix+3|<|x=8] 


1.14) Verifique que, quaisquer que sejam os números reais x e y, distintos e não 
nulos, tem-se 


xy xy [XxX y 


Vxiy A Vix-y)? E É ” 


1? 


1.15) Se x e a são números reaise a > 6, demonstre que: 
jxjras(x<-a ou x>a) 


1.18) 5e x e vy são números reais, demonstre que: 


5 [La corria 
| ly] 
b) |x"j=|x nen 


1.17) Use o metodo da indução matemática (volume 2 desta coleção) para 
demonstrar que, a, a2,a3,.., anne Nº tem-se 


larta-t+as+.. anlslal+|asl+|a]+. +] 20] 


1.18) Demonstre que se |x—x,| Sa ely—yo) 3 então 


tx-y)-(x,- yo) <s 
1.19) Verifique que | x | = máx (x; — x). 
1.20) Use a desigualdade triangular para determinar um valor de M tal que 
[x -2x+1]<M 
para todo x talque = 2<x<]. 


1.21) Seja f a função de % em tal que f(x) = 4x — x — 1. 
Calcule em função de a eb a*b, o quociente 


f(a)-fib) 
a-b 


Deduza que sela|l<2e|b|< 2 tem-selfla)-fib)|<49-|a-b). 
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Capítulo 
2 Intervalos e vizinhanças 


2.1 — PARTES DE R: INTERVALOS 


Sejam a e b números reais tais que a < b. 
1º) Em R, chama-se intervalo fechado de origem a e de extremidade b à parte 


de R constituida dos elementos x, tais que a < x < b; para representá-lo usamos a 
notação 


[a; b] 


Por exemplo: [2:6] = (xe R|2<x<6). 

Observe que o intervalo fechado [2; 6] não é o conjunto (2: 6); por definição. os 
elementos do intervalo [2; 6] são todos os números reais “entre” 2 e 6, incluidos 
também 2 e 6, enquanto que (2: 6) possui somente dois elementos: 2 e 6. 
Geometricamente, o intervalo fechado 
de origem a e de extremidade b é a b 
representado pelo diagrama 


2º) Em R, chama-se intervalo semi-aberto à direita de origem a e de 


extremidade b à parte de R constituida dos elementos x, tais que a sx < b; para 
representa-lo usamos a notação 


[a; bl 
Por exemplo 
[2;4=(xeR|2€<x<4). 


Geometricamente, esse intervalo [a, b[| —— TT €—————— 
é representado pelo diagrama a b 
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39) em *, chama-se intervalo semi-aberto à esquerda da arigem a e de 


extremidade b à parte de E constituida dos elementos x, tais que a < xs b, para 
representá-lo usamos a notação 


Ja; b] 
Por exemplo 
J=1Aij=ixeB|-10<x0<1) 
Geometricamente, o intervalo Ja; b] + 


é representado pelo diagrama 


4º) Em &, chama-se intervalo aberto de origem a e de extremidade b à parte de 


& constituida dos elementos x, tais que a < x < b; para representá-lo usamos a 
hotação 


ja; bl 
Porexemplo:; JO; 4[ =(xeR|D<x< 4). 


Observe que o intervalo JO; 4[ e o conjunto (0; 4) não possuem qualquer elemento 
comum e que 


JO 4[010;/4)=[0;4] 


Geometricamente, O intervalo ja: bÍ —..u..—+ 


3 a b 
é representado pelo diagrama 


5º) seja a um número real. 
Em R, o conjunto dos elementos x tais que x < a chama-se intervalo fechado 


limitado à esquerda e de extremidade a, para representá-lo usamos a Aetação: 
JA] 


O conjunto dos elementos x, tais que x < a, chama-se intervalo aberto ilimitado à 
esquerda e de extremidade a, para representá-lo usamos à notação: 


J-mial 
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Analogamente, o conjunto dos elementos x, tais que x 2 a, chama-se intervalo 
fechado ilimitado à direita e de origem a: para representá-lo, usamos a notação: 


[aj+es[ 
E. o conjunto dos elementos x, tais que x > a, chama-se intervalo aberto ilimitado 
a direita e de origem a; para representa-lo, usamos a notação: 


Ja;+ al 


Geometricamente, os intervalos acima são representados respectivamente par 


]-=;a] ————>—————— em qm 
a 

Jeça — — a» 
E5| 

[ate] — 
E 

Jato] e 
a 


Enfim, consideramos EK como um intervalo aberto ilimitado nos dois sentidos, 
indicados por 


j= se + 


2.2 — VIZINHANÇA COMPLETA EM R 
Seja Xp UM número real. 


Em R, chama-se vizinhança completa de x a um infervaio aberto 4. tal que xp e |, 


Uma vizinhança completa de xo é indicada por V (xo). 


Por exemplo, o intervalo aberio ea ais e, na 
4 Ff 
Es 2" 8 uma vizinhança completa 


noj= 


do número 4, pois 4 c | 


Observe que sendo a < b, o intervalo ja: b[ é uma vizinhança completa do xp se e 
somentesexmeja bl.istos,a<xp<b. 
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Em E, chama-se vizinhança completa R á 
—— aeee mm 
simétrica de xo de raio 5, de), ao Xq- Ô Xo Xo + 


intervalo aberto ]xo— à; xo + & 


Indica-se por Vixn; à) 
Observe que sex e V (xo; 5) temos 


W-b<x<kx+ã 


ou 
= .X—Ng SO 
ou ainda 
[x-m|<5 
ou também 
dix x <A 
E importante observar que se a b 


V(xo)=Ja:b[ é uma vizinhança com ———=—+——>>——+—+ 


pleta de xa, há uma vizinhança com- 
pleta simetrica de xo, V(xo, 5) tal que 


Víxo; 0) € Víxo) 


Note que para construirmos uma tal vizinhança simétrica basta tomarmos 
ôsmin(xo—a; b-— xo). 


Por exemplo, seja a vizinhança completa V(3) = 1; 4[ de número 3. Se tomarmos 
ssmin(3-1,4=-39)=min(2/1)=1, 

toda vizinhança si-métrica V(3, 8) é tal 1 2.3 & 

que V(3, 5) Y(3), para 6= 1, temos a é y 


vizinhança V(3/ 1). Va 


2.3 - VIZINHANÇA REDUZIDA EM R 


Seja xo em número real, 
Se Víxn), em K, é uma vizinhança completa de xp, a parte de R 


V(xo) = Vixo) — (xo) 


denomina-se vizinhança reduzida do xo. 
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Observe que para obtermos W(xo) “retiramos” o ponto xy da vizinhança completa 
Vyxo). 
Analogamente, se Vº(xo; h) é uma vizinhança completa simétrica de xo, à parte de 


R 
Wº (xo (6) = (Xo, à) — (xo) 
denomina-se vizinhança reduzida de xp de raio à 


Observe que sex e Wº (xo, à) lemos 


Xo-D<x<X%tS E xÉX 


ou “BÃA-X<ÃEXE x 
ou ainda O<lx-x[|<a 
ou também D<dix x)<ô 


2.4 — VIZINHANÇAS DO INFINITO 


Todo intervalo de tipo ja; + af, a «e R, chama-se vizinhança à esquerda do 
infinito; indica-se por V( + o). 

Analagicamente, todo intervalo do tipa |-=; -al. a ec É, chama-se vizinhança a 
direita do infinito; indica-se pot V E= e). 


VÃ) a V(to) 


— [DD] 


Se ae b são números reais tais que a < b, o complementar em Z, do intervalo 
fechado [a; b] denomina-se vizinhança do infinito, indica-se com Voa) 


Vío) = Ca; b) 
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Exercícios Resolvidos 


2.1) Sendo A=[2:5)e B=]3; 7[, determine: 
aJAVB bAnEB QA-B d) CçÃ 


Solução 


adAvB=|2:7|=ixeR|2%x<7) 
bbAnB=]3, 5=(xeR|3<x595) 
cjA-B=[2:3]=(xe&R|22x<3) 
D)CA=]|-w(u]S to[=(xeRkR|x<20ux> 65) 
2.2) Resolva as inequações 
ajlx-2/21 b)lx-xo|<8,8>0 
utilizando na resposta a notação para intervalos. 
Solução 
a) À Propriedade 4 do capítulo 1 permite-nos escrever 
x-25-1Ioux-2Zz71 
e dai 
x<1ouxz3 
S=J-a ]ul3, + 
bj à Propriedade 3 permite-nos escrever 
=BCx=-Xg<ê 
e dai 
x -5<xX<X+dã 


então 
S=lx-6 xo + dl 
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da ai ; 
2.3) Seja v(2) = / E 2 uma vizinhança completa do número 2. Determine uma 


vizinhança completa simetrita do número 2, V(2: à), tal que V(2; 6) c V(2). 
Solução 


A observação do fem 2.2 permite-nos escrever que o raio à da vizanhança 
desejada salisfaz a condição 


f 


às min p-rá-2p- min patos 


Em particular, para à = 1 a vizinhança é Ví2; 1). 


7 
1 2 3 É 
dc. , 

VI2: 1) 


24)SejaS-=-[(xeR|x=00ul£<x<2) quais pontos de S possuem ao menos 
uma vizinhança completa simetrica contida em S? 


Solução 


Qualquer ponto a, 1 <a <2, possui vizinhança contida em 5 


V(O; 8) Via; à) 
FO 4 1 Ea UA 
8 é a-í a+ô 


Assim, por exemplo, se a = 1,99, uma vizinhança de a contida em 5 é 
V(1,99; 0.005) = )1.985; 1,995. 
Há outras vizinhanças possiveis; basta escolher um raio à < 0,01. 


Como moastra a figura, o número zero não possui vizinhança contida em S, alêm 
disso, os números 1 e 2 não possuem vizinhança contida em 8, 


2.5) Seja xo um número real. Prove que a interseção de duas vizinhanças comple- 
tas simétricas de x,, em K, é também uma vizinhança completa simétrica 
de Xo. 

Solução 

Sejam Vixo. 8) e Víxo; 2) duas vizinhanças completas simétricas de xo, com 
raios à & à, respectivamente; então: 
Víxo; às) = xo — da, xo + SÉ 
Vêxo; da) = pio — dz; Xo + dal 
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Se &= min (; 4), tem-se 

Vixo dam Via S)=]x-d;xotrd[n]xo-8 x +8[=])xo-d xo + é 
Dai, podemos concluir que Víxo, 31) Víxo; àz) é uma vizinhança completa 
simétrica dê Xo com ralo à. 


Vixe. 8) m Víxo; da) = Vixa, 5) 


Exercicios Propostos 


z8)SeA=[-31[B=[-1,2/eC- [2a] «determine 
ajAnBncC BiA-BDul ciAnB)-C diBnc 


2.7) Determine: 
a4/J1,3]n[2:5] 
bjjJ1,3u [2.5] 

JJ tan; 3 

d)) 1430 (1,3) 
e3)- o: 10[ 0 [10] 
Dili.2]m [2;3) « (ab) 


2.8) Resolva as inequações 


a) [x* 1 < 


utilizando na resposta a notação para intervalos. 


2.9) Seja V(O) = 


a 
2 


uma vizinhança completa do número zero, Determine a 


vizinhança completa simétrica do número zero, V(0; 8) de maior raio, tal que V 


(0: à) e V(0). 


210) SejaA=(xeR'|-15x=s 1). Quais pontos de À possuem ao menos uma 
vizinhança completa contida em A? Há algum ponto que não pertence a À 


que possui uma vizinhança reduzida contida em A? 
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Capítulo | 
Função 


3.1 - RELAÇÃO E FUNÇÃO 


Recordemos, de forma resumida, o conceito de relação entre dois conjuntos, 
assunto tratado com detalhes no volume 1 desta coleção. 


Par ordenado 
Dados os números a e b, podemos formar com eles um par ordenado, indicado 
Faia par ordenado é um conceito primitivo. Em um par ordenado, a ordem é 
essencial. Assim, o par (1; 3) é distinto do par (3; 1). Além disso 
(ab)=(cid)os[a=c e b=d] 
Produto cartesiano 
Consideremos dois conjuntos não vazios A e B. O conjunto de todos os pares 
ordenados (x; y) com x e Ae y e B, chama-se produto cartesiano de A por Be se 
indica Ax B 
A.B=((xy|xeAeye6B) 
Nota: Se A=Gou B=(9, completa-se a definição com 
AxB=4 
Exemplo 
Dados os conjuntos À = (2,4,6) e B= (1, 5), temos 
A xB=((2:1),(2:5). (4,1), (4,5), (6: 1). (6,5) 


Relação 


Sejam os conjuntos À e B. Uma relação R, de À em B, é qualquer subconjunto 
de Ax B. 
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Exemplo 


Consideremos os conjuntos do exemplo anterior. Os subconjuntos de A » B 
Rr=((2: 1), (2,5). (6; 1)) 
R2=((2:5), (6;5)) 


R3=((4,1) 
R=9 
R5=AxB 


são relações de A em B. 


As relações podem ser representadas por diagramas de flechas, onde as flechas 
ligam os elementos que compõem cada par ordenado. As relações K,. R, e Rs 


do exemplo anterior apresentam os seguintes diagramas de flechas: 
A B A B A B 
| R, | R, Rs 
Correspondência entre dois conjuntos 


Uma relação de A em B estabelece uma correspondência entre dois conjuntos, 
significando isto que aos elementos de À ficam associados elementos de B, por 
meio da relação. 


Exemplos 


Dados os conjuntos A = (1,2,3,4)e B=(1,3,5, 7, 9), podemos definir várias 
correspondências entre eles. Usando diagramas de flechas, temos, por exemplo 


1º correspondência 
(relação R4) 


2º correspondência 
(relação &2) 
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3º correspondência 
(relação Rs) 


Na 2º correspondência há elementos de A que correspondem a mais de um 
elemento de B. De fato, ao elemento 1 e À estão associados 1 e 3 em B. 
Também, a partir de 3 e A, obtemos 5e 7 em B. 

Na 3º correspondência, isto não acontece, mas, por outro lado, temos um 
elemento, 4 e À, que não possui correspondente em B. 

Na 1º correspondência, todos os elementos de À possuem correspondente único 
em B. Esse tipo de correspondência dá origem ao conceito de função, que 
recordaremos a seguir. 


Conceito de função 


Sejam À e B conjuntos diferentes do conjunto vazio, cujos elementos são 
números. 

Uma função f, de À em BR, é uma correspondência que associa a cada elemento 
de A um único elemento em B. 

De uma forma mais precisa, função é um tipo especial de relação, de acordo com a 
definição seguinte. 


Definição 


Sejam os conjuntos A e B, não vazios e seja f uma relação de À em B. Diz-se que 
f é uma função de A em B se, e somente se, para todo x, em À, existir em 
correspondência um e um só y em B, tal que 


(xy) ef 


O conjunto À denomina-se domínio de f e pode ser indicado com a notação D(f). 
Quando uma função tem dominio A, diz-se que ela está definida em A. 

O conjunto B denomina-se contradominio de f e pode ser indicado com a notação 
CD(f). 

Se x é um elemento qualquer de A, então o único y de B associado a x é 
denominado imagem de x pela função f ou valor da função f em x e será 
indicado com a notação f(x), (lê-se “f de x”) 


y = f(x) 


O conjunto de todos os elementos de B que são imagem de algum elemento de A 
denomina-se conjunto-imagem de f, e pode ser indicado com a notação I(f) 


(h=(yeB|Ix xeA e y= fo) | 
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Exemplo 
Sejam os conjuntos A =(1,2,3)e B=(0,1,2,3)e a função f, de A em B, definida 
pelo “diagrama de flechas” abaixo 


[o] 2 =A=(1,2,3) 
o) Sena B=(0,1.2,3) 
Kf) = (0; 1) 


No exemplo acima temos: (1) = 0, f(2)=1,f3)=1. 
Observe também que: 


Cf) c CD(f) 


3.2 —- FUNÇÃO REAL 


Em nosso trabalho, têm interesse as funções nas quais os elementos do dominio e 
do contradominio são números reais. Uma tal função denomina-se função real de 
variavel real ou simplesmente função real. 


Por exemplo, a função f de R em E, para a qual 
f(x) = x? 


é uma função real. 
Observe que a imagem de qualquer elemento x do dominio R é obtida elevando-se 
ao quadrado o número x; assim, se quisermos a imagem do número 3 


f(3)=3º =9 


De uma outra forma. para obtermos a imagem do número 3, f(3), na fórmula 
f(x) = x, substituimos a letra x pelo número 3 e efetuamos as operações indicadas. 
Vimos que, para se definir uma função f, dão-se dois conjuntos, o seu domínio e o 
seu contradomínio e, ainda, uma lei (uma fórmula, uma sentença) que descreve 
como se “associa” a cada elemento do dominio um único elemento no 
contradominio. 

Na prática, entretanto, tratando-se de função real, é comum omitir-se o dominio e o 
contradominio, dando-se somente a “fórmula” que estabelece a correspondência 
entre x e f(x). Quando isto acontecer, estã convencionado o seguinte 


1º) o contradomiínio da função f é CD(f) = R 


2º) o domínio da função f, D(f), é o subconjunto de R, constituído por todos os 


valores de x para os quais as operações indicadas na “fórmula” são possíveis, 
gerando como resultado um número real. 
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Exemplos 
1º) A função f definida pela fórmula 


fx) = Vx-1 


tem para dominio o subconjunto de R, constituido por todos os valores de x para 
os quais x- 120, istoé,xz 1, então 


D(f) = [1,+ o 
e 
CD(f) = R 
2º) Para a função definida por 
1 
f(x) = — 
ia x-1 


o dominio é constituido pelos números reais x tais que x— 1 É O, isto é 


D(f) = R— (1) 
CD(f) = R 


Gráfico de uma função real 


Seja f uma função real, de A em B. Fixado um 
sistema de coordenadas ortogonais xOy, o 
conjunto G da totalidade dos pontos (x; f(x)), com x 
em À éo gráfico de f. 

Observe o seguinte: 


1º) Toda reta (r), vertical, que passa por um ponto 
de A = D(f) encontra o gráfico G em um único 
ponto, o que nos dá um critério para decidirmos se 
uma figura do plano cartesiano pode ser gráfico de 
uma função. 


2º) Quando se conhece o gráfico G de uma função 
f. o seu domínio pode ser obtido projetando-se G 
sobre Ox, na direção Oy; o conjunto-imagem de f 
pode ser obtido projetando-se G sobre Oy, na 
direção Ox. 


Exercicios Resolvitos 
3,1] Seja a função f, de 'R em kk, para a qual 


foj=-2 


1 
Calcule (0), f(2) E (5) comazrâle fita) 
Solução 

Temos, então 


ist 2=0=2-=2 
l2)=(28-2=4-222 


ê 2 
(UE anta itd 
a a a a 


fita=[a-2=(a22-273)-2=a! 49º +02 


3.2) Seja a função g, de & em K, para a qual 


“+27, Se x<2 
PSB X>P 


atm) =| 
Determine: giO), 9/2), g(3) e g(2t) 


Solução 
Observe que todo x real, tal que x 5 2, tem para imagem gíx) = x + 2, então 


g(0) = (0) +2=2 
gt2)=(20)+2=4 


E para todo x real, tal que x > 2, tem para imagem g(x) = 2; então 
9(3) = 2 
Para o cálculo de g(2t), devemos fazer duas hipóteses. 
1) 5Se 2152, lem-se 
gizg)=(z)+2=21+2 
2”) Se 21 > 2, tem-se 
g(2t) = 2 


Então set< Il tem-segizt)=2t+ Ze, set> 1, tem-se g(2t)= 2, 


3.3) Dê o dominio da função f definida pela "fórmula 


ttx)= [12X 


T1=% 


Kva 


Solução 


Para que as operações indicadas na “fórmula” possíveis devemos ter 


(1)1-x*D isto é, x*1 
(2) 14X .o 
1—x 


A inequação da condição (2) é satisfeita para- 1 sx< 1; então 


Dei= [=15.4 
3.4) Seja a função f definida pelo gráfico abaixo 
Determine: 
a) D(f) 
b) Mt) 


c) xtalquef(x)=0 
d) xtalquef(x)>0 


Solução 


a) 


b) 


c) 


d) 


Para projeto domínio de f projetamos o gráfico de f sobre Ox, na direção Oy: então 
D(B=[—1:3] 


Para determinarmos conjunto-imagem de f projetamos o gráfico de f sobre 
Oy, na direção Ox, então 


KO =[—2:2] 


Queremos determinar x, x e D(f), tal que sua imagem seja zero; devemos 
procurar os pontos onde o gráfico “encontra” o eixo Ox: a abscissa x desse 
ponto é tal que a imagem de x é zero, isto é, f(x) = D. No exemplo acima 
encontramos x = 1. 


Queremos determinar x, x e D(f), tal que sua imagem seja positiva; devemos 
procurar Os pontos para as quais o gráfico “estã em cima” do eixo Ox: as abscissas 
x desses pontos são tais que f(x) > O. No exemplo acima, - 1 <x< 1 responde à 
questão proposta. 


Exercícios Propostos 


3.5) Seja a função f, de R em R, para a qual 


F(x) = 3x] + 2 


Determine: 


a) f(— 2) b) f(4) c) f(0) d)f— V3) e) ft) 
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3.6) Seja a função g, de Re R, para a qual 


à 
ane io tenaio 
[2x, se x<3 
Determine. 
ajg(2) — b)g(-4) c) (3) dg(31)  ejg(2,9) 9 g(t”) 


3.7) Determine os dominios de cada uma das funções definidas por: 


x+2 VX+2 

fbO = flx) = =— 

a) f(x) c) f(x) Es 
b) ft) = Jx+2)(x-2) df) = Jx+2.Vx-2 


3.8) Determine os domínios de cada uma das funções definidas por: 


fe, 1 
a) f(x) = =|| c) f(x) = Jixiex 
1 A+]x] 
b) f(x) = ——— d) f(x) = 
Vlxl-x | Vt- [x] 


3.9) Para a função f definida por 
1 ee 
faço safe (ey 
ia = (0-1) 
determine: 
a) D(f) b) I(f) 


3.10) O domínio da função real definida por 


f)= J-x+m 


é D(f) = ]- n; 2]. Determine m. 


3.11) Sejam as funções f e g definidas respectivamente por: 


g(xy) =x—3 
x*-9 
-——— sexz-3 
fo) =| x+3 
m sex=-3 


Determine m para que f(x) = g(x) para todo x. 
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3.12) Considere a função f definida pelo gráfico abaixo. 


Determine: 
a) D(f) c) x tal que f(x) = O e)xtalque f(x) >0 
b) I(f) d) x tal que f(x) = 3 


3.3 A ÁLGEBRA DAS FUNÇÕES 
Definição 


As funções f, de Aem B,e g, de C em D são iguais se, e somente se, A=C,B=D 
e f(x) = g(x) para todo x em À. 


Exemplo 


A função f, de R em R, definida por 


fho) =1 
e a função g, de R em K, definida por 
já sex=x0 
900) = x 
| 1,sex=1 
são iguais. 
Definições 


Sejam fe g funções reais. 
À tabela abaixo define quatro novas funções, obtidas a partir de fe de g 


eme | tro [Dono Eca = + oa 
cn raio = ate 
nba [RT [ coast 00) 


R D(f) n D(g) f(x) 
quociente Com g(x) * 0 ERA tag À 


gtx) 


(x 
[9/09 
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Exemplo 


Sejam as funções fe q definidas respectivamente por 


fo) = Aê 
gh) = x 
Então, D(h=[-1.1] Diíg)=[0;+0] e D(fnD(g)= [01]. 


Dai, as funções f + g, f-g e fg têm dominio [0; 1) e são definidas, 
respectivamente por. 


('+g)(x)= Mid + dx 
(-9)p)= di=º - Je 
E (0) = dim? dx 


f 
À função g tem domínio 


o) — (xx eD(DaD(g) e g(x) =0) 


Então 
o) 
tg) 
[Loo Ali 
g) x 
Definição 


Dadas as funções fe q. q é uma função que se diz composta de 9 
com f, definida por 


(goN)(x) = alf(x)] 


O dominio de gf à 


Diguf) = (x | x e D(f) e o) e D(g)) 


Adolaremos CD(g-f] = CDig). 
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Exemplo 
Sejam as funções fe g definidas por: 
ftx) = dx 
gix)= dx-5 
O domínio da função fé D(f) = [0,+ o [ e o dominio da função g é 
D(g) = [5;+ co [. Então 
Digafi=ixe R| 
Dig -h=[xeR| | 


E, dai 
Digfj=(xemx|x225)=[25, +] 


Temos também 


(906%) = alto] = Jttx)-5 = JVJx -5 


Observações 
Não se deve confundir a notação gof com a notação g-f; note também que a grafia 


qof está “às avessas" : a primeira função que se aplica é& fe a segunda é q. 


Dadas as funções q e f, pode-se pensar em duas funções compostas, g:f e fog, 
para as quais se lem, respectivamente 


tgsf)lx) = g[f(x)] 
tfeg)0) = Mg(x)] 


Note que pode ocorrer gof = fog, mas, de um mado geral, gf É fg, isto é, a 


composição de funções não é uma operação comutativa. 
Exercicios resolvidos 


3.13) Sejam as funções f e g definidas respectivamente, por 


fix) = Jx—2 
gix) = !5-x 
a) Determine D(i) e D(g). 


f 
b) Determine os dominios das funções f+ g, f-g fg e —. 


c) Dê as “fórmulas” que definem cada uma dessas funções, 
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Solução 
aJDif=[2; +] e Dig)=]-00,5] 
bj Como Dif) m Dtg) = [2; 5], tem-se 
D(t + 9) = Dtf- 9) = Dtf-g)= Di(f) n D(g) = [2: 5) 


f 
Todo elemento x que pertence ao deminio de ae tal que 


xe D(bnDtg) e gb) 0 


Então, p (É |= =(2, 5 
ER 


te mb) = Ib)+ gi) = Vx-2+ 45x 

(= m60= f(00)- gb)= Jx-2-45-x 

(f. Ro gu) = Jx-2 45 -X 
fix) Jx-2 

[ae oo Err 


3.14) Sejam as funções fe g definidas por 
Htx) = JX 
gtx) =x 


Para as funções q.1 e fg, determine 


al o dominio b) a “fórmula” que define cada uma delas. 


Solução 


Note que D(f= [xe R|x20)=[0, +] e Dig)=R=]-co tal. 


aDig)=(xeR] ixeDN! e ij DB!) 

Dig =MeR] jxz0 Ce iXeR 2) 
D(g (xek|x20)=[D, + pa para 
pn pa Todo x 

Difg)=(xeR| ixeD(g)! e gineD(N! 3) 

Ditg=[xeR| ixeR | e 120 +43 


À inequação x* 2 Q é salisfeita para x2 0, é daí 


Ditbg)=(xeixjxz0)= [0 +=] 
38 


b) (gof)(x) = gLfGO] = (fo) = (x) 
(eg)69 = gpo] = 900) = x? 


Note que para todo x 2 O tem-se (Vx = e, e como D(ag-f) = D(f.g) e, por 
convenção, CDO(gcf) = CD(feg) = R, nesse caso temos gaf = fog. 


3.15) Seja f(x) = -. - determine f( LIC]. 
Solução 


Vamos calcular inicialmente f[ f(x)] 


fox) -1 4 pp 
dade pi = = 
x 
Agora 
ELA 
CURCO Rode a Rede 
x—1 


Então f(L[ fbO]) = x 


3.16) Seja f uma função real, de domínio A, para o qual:sex ce À, então-x e A. 


Se para todo x de À se tem f(— x) = f(x). f diz-se PAR. 
Se para todo x de A se tem f(- x) = — f(x), f diz-se IMPAR. 


Para as funções, de & em x, definidas pelas “fórmulas” abaixo, diga qual é par e 
qual é impar. 

a) f(x) = x? b) f(x) = xº o) f(x) =x] +x 
Solução 


a) f(— x) = (- x)? =x = f(x): par 
b)ft-x)=(-x))=—x)=— f(x): impar 


* f(x): não é par 
Jft-)=(-x +) =x]—x a 
*-—f(x)= -xX — x: não é impar 


A função do item c não se classifica segundo o critério acima, ou seja, ela nem é 
par nem é impar. 


39 


Exercicios Propostos 


3.17) Seja a função f, definida por 


p)=0+1 
Determina: 
a) ftt) el fix + h) 
b) Fit + 2) 9 dt =) 
o) fx + 2) 9) f(x) 
d) (5) hj (3x) 
X, 


3.18) Dão-se abaixa as funções fe g. Determine, em cada caso, O dominio & a 


f 
fórmula que definem f+g.f-g,f- ge — 


ajfixgj=2x- 5 e gix)=- dx 
biíbi= Jxr2 e gbjs d2-x 
clfty= Yx+2 e gig)= Ya-3 


3.19) Dão-se abaixo as funções f e g Determine, em cada caso, o domínio e a 
fórmula que definem f-g e gof. 
adfig=x+r1 e qg(ix=a2x 


x x-1 
RO a EU 


3.20) Para a função f definida por f(x)= x verifique que 


Tox+h)-fõeo 1 
h i dx +h + dx 


(assima quex+h>20ehF%0) 


3.21) Sejam as funções reais definidas por: 


(-x, se x$1 


apena x se x>1 


a) Determine (g-f)(0), (-g)(4), (fefit= 1) e (gog)(3) 
b) Determine (g-fi(x) e (feg)(x]) 
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3.22) Se f(x) = 2x— 3 e flg(x)] = x, determine g(x) 

3.23) Suponha que as funções f e g definidas por 
fx) =ax+b 
gO)=cx+d 


Qual é a condição para que fg = gof? 
1-x E 
3.24) Seja f(x) = RR Determine f( TT f(x)]). 
+ 


3.25) Considere as funções C, S e T, definidas em K, tais que 


C(x) = - (3º + 37) 


1 K =x 

S() = z (3-3) 
- S(9) 
T(x) CÇo) 


a) Calcule os valores dessas funções parax=0ex= 1. 
b) Verifique que [C(x)] — [S(x)]? = 1. 
1 
[C(x)P 


3.26) Para as funções, de & em KR, definidas pelas “fórmulas” abaixo, diga qual é 


c) Verifique que 1 — [Tt] = 


par e qual é impar 


a) f(x) = 3x — x* c) f(x) = 5 
E) 

b) fl) = x+1 d) to) = > 
xº+1 


3.27) Na figura ao lado, está desenhada 
parte do gráfico da função f, cujo 
dominio é [- 3; 3). Complete o 


gráfico assumindo que: 


a) fé função par. b) f é função ímpar. 
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3.4 — GENERALIDADES SOBRE FUNÇÕES REAIS 
Definição 


Consideremos um intervalo | c Díf). 


Uma função real f diz-se crescente em |, | o D(f), se e somente se, para todo par 
de pontos x, e x, de |, tem-se 


x < x2 => [Da) < fixo) 
Se x < xo implica f/x,) < fix>), diz-se que f é não decrescente em 1 
Uma forma equivalente de se colocar a definição acima é; 


Uma função real f diz-se crescente em |, | c Dif), se e somente se, para tudo par 
de pontos x, e xz de |, x, é x; tem-se 


10), | 


X—X; 
E, se livermos 
10) n 
PR SR 


Diremos que f ê não decrescente em |. 
Definição 


Uma função real f diz-se decrescente em |, | co Dif), se e somente se, para todo 
par de pontos x, e x, de |. tem-se. 


mm < xo => f(x.) > fixo) 
Se x, «xp implica f(x,) 2 fix>) diz-se que f é não crescente em |, 


Fodemos dizer também que uma função real f é decrescente em i Ico D(f), se e 
somente se, para lodo par de pontos x, ex; de |, x, * x2, tem-se 


[Ei 
X,—X; 


E, se tivermos 


Fx) cn 
X-% 


Diremos que f & não crescente em |. 


Exemplo 


A função de * em E, definida por fix) = 2x + à, é crescente em R. 
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De fato, sejam x, e x> reais tais que x < x) 
fe) — fixa) = (2x +3)- (2x7 +3)=2 Da — x] 
Dal, sendo x: < x>, pode-se concluir que 


ttx:) — fixa) = 2(x1 — x2) < 0 
Ee 
negativo 


pois xi < Xz 
fix)— fla) <O 
fixa) < fixo) 


Então, x, <x2 = fix) < flo) paratodox, x) € E e a função é crescente em FP. 


Observe que se fe croscenle em K, é também não decrescenta em E. 
Definição 


Um conjunto À, À c E, diz-se limitado superiormente sa existe um número L tal 
que 


x<l 


para todo x de À. 

Um número L com essa propriedade diz-se limitante superior de À, 

Observe que À é limitado superiormente se e somente se existe um número L 
que seja limitante superior de A, Note também se que existe L, existirão também 
outros limitantes superiores de A. 

Par exemplo, ao intervalo | = [-3; [e limitado superiormente: o número 7 e um 
limitante superior de |; 8 e 9 também a são. 

Um conjunto à Ac E, diz-se limitado inferiormente se existe um número L tal 


que 
x2L 


para todo x de A. 

Um número L com essa propriedade diz-se limitante inferior de À. 

Por exemplo, o intervalo | = [3 ; 7[ é limitado inferioarmente; o número 3 é um 
limitante inferior de 1; 2 e— 1 lamber o são. 

Um conjunta À, À & &, diz-se limitado se ele for limitado superiormente e 
limitado inferiormente. 

For exemplo, o intervalo |= (— 3: *[ é limitado. 


Definição 
Seja fuma função real, 
Seja o conjunto A=ff(x) [x el lo Dif)); a função f diz-se limitada superiormente 


em |, se e somente se o conjunto À é limitado superiormente. 
Observe que se f é limitada superiormente em |, existe um real L tal que 


0) sL 


d3 


Para todox we. 


Por exemplo, a função definida por f(x) = x + 1 & limitada superiormente em 
I=]1;2. 


Analogamente, a função f, acirna, diz-se limitada inferiormente em |, se E somente SE 
o conjunto À & limitado inferiormente. 


Observe que se f é limitada inferiormente em |, existe um real ( tal que f(xj= é 
para todo x, x e |. 


Por exemplo, a função definida por fix) = x + 1 & limitada inferiormente em | =[1; 2] 


Finalmente, a função f, acima, diz-se limitada em | se e somente se o conjunto À é 
limitado. 


Observe que se fé limitada em |, existe um real M. M > O. tal que 
-MelixieM 
ou ainda 


fog) [SM 
Paratodo x, xe. 


Por exemplo, a função definida por f(x) = x + 1 e limitada em l=[1; 2). 
Geometricamente, se a função f é limitada em |, o seu gráfico estã situado entras as 
retas de equações y=Mey=-M quando xe. 


PN 


(ec 
Ea 


Definição 


Sejam a função realfe o conjunto |, | o Dff). 


Diz-se que f admite um máximo absoluto no conjunto |, se existe ao menos um 
ponto Xp em | tal que 


Tb) < fixo) 
para todo x em. 


O número f(x) chama-se máximo absoluto em f em 1. 


Diz-se que f admite um minimo absoluto no conjunto |, se existe ao menos um 
ponto xo em i tal que 


f(x) = Fixo) 
para todo x em |, 


dá 


O número f(xo) chama-se minimo absoluto de f em |. 


k máximo 
4 absoluto 


minimo 
// absoluto 
minimo , e 
absoluto 1= [0,1] 


Definição 


1 
N 


Sejam a função real em fe o seu dominio D(f). 
Diz-se que f admite um máximo local” em um ponto xo. xo e D(f), se existe uma 
vizinhança completa de xo, V(xo), V(xo) c Dtf), tal que 


para todo x em V(xa). 


FO) 5 f(xo) 


não existe 
máximo absoluto 


E qua, 
* absoluto 
2? x 


Analogamente, diz-se que f admite um mínimo local** em um ponto xo, xo e D(f), se 
existe uma vizinhança completa de xo. V(xo), Vixo) c D(f), tal que 


para todo x em V(xo). 


máximo 
- absoluto 


ae o minima 
/ “. absoluta 
/ A 
minimo 2 1 x 
absoluto 
Definição 


Seja f uma função real. 


fix) 2 f(xo) 


minimo : 
absoluto“; 


y máximo —. s 
absoluto f 

máximo 

local / 

! / 


a, 


Diz-se que f é periódica se existe um número real p, p * 0, tal que, para todo x em 
D(f).x+p é elemento de D(f) e f(x+ p) = f(x). 
O menor p positivo que satisfaz a condição denomina-se periodo de f. 


f(x) = f(x + p) 


“Também chamado máximo relativa. 
“Também chamado minimo relativo. 
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Exercicios Resolvidos 


3.28) Seja a função f, definida por 


1 
Ti) Etpoos 
x 
a) Dê o dominio de f. 
b) Verifique que fé decrescente em Ra 


Solução 
a) O dominio de f é constituída por todos os valores reais de x tais que 
x, isto é 
D()=R, 
-X, 
b) calculemos f(x) — (xa): f(x) — fixa) = RN E 


E, dai para todo par x, Xz em R « tal que x) < x2, podemos concluir que 


positivo, pois % € Xxz 


Am 


X,—X, 
TT 
positivos, pois 
mM e R+ 


fixa) — FDG) > D 
fc) > fixo) 


fixa) - fix) = > O 


Então, x, < X2 > f(x) > Hx2), e a função fé decrescente em R+. 
3.29) Seja o conjunto A= (xe &|Dsx</2) Dê um limitante superior e um 
limitante inferior de À, 


Solução 


Um limitante superior de À é “2 ; observe que J? não é elemento de À e que 
2 é o menor dos limitantes superiores de A. 


Um limitante inferior de A é zero; observe que zero é o elemento da Ae quedéo 
maior dos limitantes inferiores de A. 


3.30) Seja a função f definida por f(x) = x*, f é limitada em [=1;1]? 


Solução 


Note que para todo x tal que -1 <x< 1 tem-se sx <1, isto é 
Osfig si 

o que mostra que f(x) é limitada em [= 1; 1]. 
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4 
3.31) A função f, de R em Z, é periódica de periodo 5, é impar & (ã) = 
t 


29 


Determine f| (6 i (29) etid+i- 7. 
L3/ 43) 


Solução 


As informações do enunciado são lraduzidas por: 
ttx + 5) = 100) 
=) == 109) 


(e) 


Então 


(E)-(i-a-(9- 


(E) (0-D-(-9--(9)- 


fls) t(=N= tis+ 7) tf-D=t(M-f(7)=0 


| PO 
pe 


Exercicios Propostos 


3.32) Seja a função f definida por f(x) = x + 1, Verifique que f é crescente em Z.. 


3.33) Sejam fe g funções de R em E, não decrescentes num intervalo |. 
Venfique que h=f+q é não decrescente em |. 


3.34) O conjunto À = (ate = 1 enenM | é limitado? 
n 


7 
3.35) A função definida por fx) = — é limitada em 10; 1]? 


Ta 


3.36) uma função f, de domínio 4, é periódica de peribdo 2, par, e tal que f(x) = x 


paraDsxsi. 


a) Determine (5) 


N 


b) Determine x tal que f(x) = 


je ft= 2). 


tl 
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3.5 —- ALGUMAS FUNÇÕES ELEMENTARES 


Função constante 


É a função de R em R que associa a todo x real sempre um mesmo númera c, 


ce RX; então a fórmula que a define é 


fig) =c 


Seu conjunto-imagem é I(f) = (c). 

O gráfico da função constante é uma 
reta paralela ao eixo Ox que passa pelo 
ponto (0, c) 


Função identidade 


É a função de R em E que associa a cada x real o próprio x; então a fórmula que a 
define é 


fl) = x 


Seu conjunto-imagem é I(f) = R. 


O gráfico da função identidade é a reta 
que contém as  bissetrizes dos 
quadrantes impares. 


Função polinômio de 1.º grau 
É a função de k em & que associa a cada x real o número ax + b, coma £ 0; 


então, a fórmula que a define é 


f)=ax+b aéO 


Seu conjunto-imagem da função do 1.º 
grau é I(f) = Ee. 


O gráfico é a reta da equação 
y=ax+b. 
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Função módulo 


É a função de R em R que associa a cada real x o número | x |; então, a fórmula 
que a define é 


fo) = [x] 
Seu conjunto-imagem e l(f)=R.. 


O gráfico da função módulo é 
constituído pela união de duas semi- 
retas, como mostra a figura 


Função quadrática 


E a função de R em R que associa a cada número real x o número real 
axé + bx+c,a 0: então a fórmula que define é 


f(x) = ax? + bx +c 


Num sistema cartesiano ortogonal xOy, o gráfico da função quadrática é uma 


b 
parábola, que tem a reta de equação x a como eixo de simetria; o ponto 
a 
VD). onde A=bº-4ac, é a seu vértice. 
| 2a 4a 


Se a>40,a concavidade da parábola está “voltada para cima". sea < 0,a 
concavidade da paráhola está "voltada para baixo”. 
Para o gráfico da função podemos destacar as situações 


4>0a>0 A>0:a<0 


A + 
(9) = lyeriya-És Kf) = lyenlys-l Si 
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A ( A 
] | 2 + Al = iveP dé y 
(f) Gas |yz Za Kf) Y Rly aa 


3.6 - TRANSFORMAÇÕES NO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


Certas transformações (translações, reflexões, ...) podem ser feitas sobre c gráfico 
de uma função, possibilitando a sua construção com alguma facilidade. 

Vamos examinar as transformações mais importantes. 

Seja, então, a função definida pela sentença aberta y = f(x) e seja o número real k, 
positivo. 


l O gráfico da função definida por 
y = f(x) + k pode ser obtido do gráfico 
da função definida por y = f(x), fazendo 
este sofrer uma translação de k 
unidades, na direção Oy, "para cima”. 


AY 


aiii = f(x) + k 
à ie 
k ye f(x) 
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O gráfico da função definida por 1y 


y = f(x) — k pode ser obtido do gráfico des = TD) 
da função definida por y = f(x). fazendo ni ik 
este sofrer uma translação de k o. . —+y = f(x) -k 


unidades, na direção Oy, “para baixo”. 


Exemplos 
y PA hd 
qi W)= = |x| 


O gráfico da função f(x) = |x| sofreu O gráfico da função f(x) = |x| sofreu 
uma translação “para cima”, obtendo-se uma translação “para baixo”, 
o gráfico da função: obtendo-se o gráfico da função: 

f(x) = |x| + 1. fOS) = |x— 1. 


HW. O gráfico da função definida por 
y = f(x + k) pode ser obtido do gráfico 
da função definida por y = f(x), fazendo 
este sofrer uma translação de k 
unidades na direção Ox, “para a 
esquerda”. 


O gráfico da função definida por 4Y 

y = f(x- k) pode ser obtido do gráfico dk y=f(x-k) 

da função definida por y = f(x), fazendo y =x) di pe 

este sofrer uma translação de k demo) 

unidades na direção Ox, "para a TT RE 

direita”. x 
Exemplos 


y 
flx) = |x + 1] 
a. 


 f = 
T g=m 


O gráfico da função f(x) = |x| sofreu O gráfico da função f(x) = |x| sofreu 
uma translação “para a esquerda”, uma translação “para a direita”, 
obtendo-se o gráfico da função: obtendo-se o gráfico da função: 

fo) = |x+ 1]. fo) = |x— 1]. 
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Wl O gráfico da função definida por 
y = — f(x) pode ser obtida do gráfico da 
função definida por y = f(x), fazendo 
este sofrer uma reflexão em relação ao 
eixo Ox. 


E 
“a 
. 
“ 
* 
“ 
* 
. 
“ 
. 


E Eu dá 

O gráfico da função definida por Ea (=| 

y = fi x) pode ser obtido do grafico da Vga) X / po 
função y = f(x), fazendo este sofrer uma 

reflexão do eixo Oy, 


pec = capo conto 6 


x 
Se conhecermos o gráfico da função definida por y = f(x) e quisermos o gráfico da 


função definida por y = |f(x)] faz-se a “parte” que está “abaixo” do eixo Ox do 
gráfico do y = f(x) sofrer uma reflexão em torno do eixo Ox. 


y 
' /. y = |ftx)] 
pf e 


A 


Exemplos 


4 esteio por =x 
y | 


= e), ==508"] fo)=x+1 
com x€ [-+4; 1] O 


“zo 


O gráfico da função f(x) = |x) sofreu  Parax e [-1;1] o gráfico da função 
uma “reflexão” em tomo do eixo Ox,  fx)=x+ 1 sofreuuma reflexão em 


obtendo-se o gráfico da função: torno do eixo Oy, obtendo-se o gráfico 

fog = = |. da função f(x) = —- x + 1 (este se 
obtém da primeira, substituindo-se x 
por — x). 


a parte" abaixo" doeixa Ox "reflete" 


v=19[ — y =| f(x)] 


emtornodoeixo Ox 
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Exercicios Resolvidos 


3.37) Desenhe o gráfico da funçao f, de * em &, definida por 


x+2, sex <-1 


f(x) = x,se-t<x<2 
| 3, sex 22 
Qual é o conjunto-imagem de f? 
Solução 
O gráfico da função f é constituido pro duas semi-retas e um “arco” de parábola. 
1,º) Se xs —1, fé representado pela reta de equação y = x + 2. 


2.º)Se—1<x<2,fé representada pela parábola y = x. 
3.º) Se x 22, fé representada pela reta paralela ao eixo que passa pelo ponto 


(0: 3). 
y 

py Pp 
/: 

/ : | 

2 / y 

dá ,o: 
JÊ Rai 1 / é 
N : 
E 


y=x+2 


A projeção do gráfico de f sobre Oy nos dá I(f) = ]- co; 4Í. 


3.38) Construa o gráfico da função definida por f(x) = |x— 1[+1. 


Solução 


y » À AY y / 
"translação =. translação ns 
“para a direita” +. 4 / “para cima” 4 | 


y=Ixl y=|x-1] 


3.39) Seja a função f, de Rem K, definida por 


[Ro 
Osex=0 


th) =: 
| 15ex>0 


a) Determine o conjunto-imagem de f. 
b) Desenhe o gráfico de fe deduza os gráficos das funções definidas por : 
v=fix-1ey=fig+i. 


Solução 


a) Observe que todo real negativo tem imagem =1, zero tem imagem zero & 
que todo real posilivo tem imagem 1, dail(f)= [—1,0,1). 


avitx)=1 
y 
sex >0 


0) = 0, 1P—— 


4 X 


f v=((0)+1 
o=4/ |y=to) | 
sex<0 O gráfica de y = Hx) O gráfico de y = [(x) 
deslocou-se para uma deslocou-se uma unidade 
unidade “para a direita”. “para cima”. 


3.4b) Desenhe o gráfico da função f definida por 

ft) = (x) = te + 2) 
Solução 
A definição de módulo de um número real nos dá 
Sexz0 |=x efig)=(x-Ix+2)=x7+x-2 
Sexr0|=-xefg=(x-D)(x+2D=--3x-2 
Então 


x+x-2 sexz0 
fog) = é 
-X -dx-2, se Xx<0 


Para obtermos a gráfico de f, desenhamos as parábolas de equações y = x +x-2 
eyvz-x=-Ix-2 da primeira tomamos o “arco” constituido pelos pontos para 05 
quais x 20, e da segunda, o “arco” constituido pelo pontos para os quais 

x£0. 
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-. 
.... 


fO)=x2+x-2 
para x>0 


nnnsuanaana ig 


f(x)=-x2-3x-2 
para xs O tis 


deh ()=R 
E + 
4 | 


3.41) Seja a função quadrática f definida por 


fo)=-x +mx+ 1 
Determine m para que f admita um máximo absoluto igual a 5. 
Solução 


O gráfico da função f é uma parábola cuja concavidade está voltada “para baixo”; 
efetivamente f admite um valor máximo dado por 


-8 —(mt+4) 5 
da -4 
Dai mº+4=20e.entãom=40um=-4. 
Exercicios Propostos 
x 
3.42) Seja a função real definida por f(x) = a 


a) Determine f( — 2) e f(2). 
b) Determine D(f). 
c) Construa o gráfico de f. 


3.43) Seja a função f definida por 
1. -1sx<0 
f(x) -| se x 

x+1, se 0<xs1 


a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Deduza: D(f) e I(f). 
c) Desenhe os gráficos das funções definidas por: 


Y=fo0)+1iy=f(x-1)y=f-o)y=1-f(ix) 
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3 44) Beja a função quadratica definida por: 
od)=mé+2x+1,mzo 
Detetmine m para que a função admita um valar rmáximo em x = 1. 
3.45) Desenhe o gráfico da funçao definida por 


x(x* 41) 


|x| 


bj = 


3.46) Seja f uma função real, de dominio E +, tal que 


HKD=0 
TO, -x,)= fix) rttx,) 


a) Mostre que (=) -f(x,) & quais 


, 
|= fix) = f(x.) 
X 2) 


md 
1X 


b) Seja a função q definida por 


x) 
x ) 


EX) 
1+ 


pla = f 


PATR a 


Determine «(D). 
De o dominio da função «p 
Qual e a pandade de q? 


3.7 - OUTRAS FUNÇÕES ELEMENTARES 


Função definida pela fórmula f(x) = 


Considerernos a função f, de E em KR 
definida por 


ftx) = é 


Essa função é crescente em R: é impar 


o seu conjunto-imagem é If) = p. O 
gráfico é mastrado na figura. 
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1 
Função definida pela fórmula Rondo 


Consideremos a função f, de R em R, definida por 


Essa função é decrescente em R.e também em R'.. Seu conjunto imagem é R; o 
gráfico é uma hipérbole. 


AY 


Função maior inteiro 


É a função f, de R em R, que associa a cada número real x o número [x] queéo 
maior inteiro que não supera x 


F(x) = [x] 
À figura abaixo ilustra qual é a correspondência definida pela função f. 


-3 -2 -1.6 


) 


-3 E, 4 Q 1 2 3 R 


-1-0,8 0 0,7 1 224 3 


Note por exemplo que: 


2 4)=[2,4]=2 
HO, 7)=[0,7]=0 
f(2)=[2]=2 
(-08)=[-0,8]=-1 
(= 1,6)=[-1,6]=-2 
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O grafiço da função f é o conjunto de segmentos como mostra a figura 


-Jex<-2:fbj=-3 

-2Exc-1itixgj=-2 

-15x<0 fix)j=-1 
Dex cfix)=0 
Jsx<2 fix)s 1 
25sx<3 Il)? 
3cxz4 fi)j=3 


Observe que I(f) = & 
Exercicios Resolvidos 


3.48) Desenhe o gráfico da função f 


definida por ay 
fog) = [x] 
Solução 
Para obtermos o gráfico da função f, sohe fai x 
desenhamos o gráfico da função reflexão Ep; 
definida por y = x* e aquela parte que emtono 
se situa “abaixo” do eixo Ox sofre uma de O, 


reflexão em torno desse sixo 


3.49) Seja a função f definida pela fórmula 
| 
fix)=— 
(x) Zs 
a) Determine Dif) 
b) Desenhe o gráfico de fe deduza J(f). 


Solução 


a) Devemos terx- 120, istoe, DIh=R-[1) 


b) Para se obter o gráfico de f, desenhamos o gráfico da função g definida 
1 
por gix)=-; e, como fix) = gtx — 1), "deslocamos" o gráfico de g para a 
X 
direita, de 1 unidade 
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| 
Po Mn=R 
| 


3.50) Seja a função f, de E em R, definida por 


f(x) = x— [x] 


Denomina função mantissa. 


Desenhe o gráfico de f e deduza o seu conjunto-imagem. 


Solução 
O<sx<1-|[xN=0ef(xy)=x -1<x<0 :[x=-1ef(x)=x+1 
(isx<2:[x]=1ef(gy=x-1 -2sx<-1:[xN=-2efbg)=x+2 


2<xx<3 |[xN=2ef(xy)=x-2 -3sx<-2:[x]=-3efixy)=x+3 


O conjunto-imagem da função é I(f) = [0; 1[. 
Exercícios Propostos 


3.51) Desenhe o gráfico da função definida por 
fo)=-*-|x| 


3.52) Desenhe o gráfico da função definida por 
1-x 
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3.53) Seja a função f, definida por ftx) = (= 
a) Desenhe o gráfico de f. 
b) Qual é o seu conjunto-irmagem? 
c) Ela é periódica? 

3.5d) Desenhe o gráfico da função definida por 


fog = (- 1)8.x 


3.8- A FUNÇÃO EXPONENCIAL 


Dado um número reala,a>0e a * 1,a função de E em E, definida pela formula 
fbo) = a” 
denomina-se função exponencial de base a. 
Destacamos as seguintes propriedades da função exponencial, 
|. sea> 1a função é crescenteemR;sel<ac<1,ê decrescenteemR. 
2. 6 conjunto-imagem é R .. 


3, o gráfico apresenta uma das duas situações 


la>1 lib<a<i 


Xi“ xC a! <a? medo a” > a? 
Exercícios Propostos 
3.05) Dê o dominio da função definida por: 


í 


figj=———— 
bo) V3* -243 


3.56) Desenhe os gráficos das funções definida por 


PE led 


a) (9-5) 


N 


bifixz 1-2" 
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3.9 - FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Função seno e função cosseno 
Dado um número real x, a ele associamos sobre a circunferência trigonoméêtrica o 
ponto P, extremidade do arco AP, cuja medida algébrica é x. 


A ordenada OP, do ponto P denomina- y 
-se seno do número real x, e a abscissa 
OP; do ponto P denomina-se cosseno 
do número real x. 

1. Definimos, então, a função f, de R em  emuiciaaoniooin nie gabenascastot ooo 


P: associada 


k. para a qual 


f(x) = sen x 
Que é denominada função seno. 
A função seno tem conjunto-imagem I(f) = [-1, 1]; é impar ; é periódica de periodo 


21. 
O seu gráfico é a senóide 


2. À função, de Rem R, para a qual 
f(x) = cos x 
denomina-se função cosseno. 


Seu conjunto-imagem é I(f) = [—1; 1]; é par; é periódica de periodo 2x. 
Seu gráfico é a cossenóide 
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Função tangente 


Na circunferência trigonométrica da figura, seja P o ponto associado a um número 
real x, Té o ponto de interseção da reta OP com eixo Az. Sabemos que a 


ordenada AT, do ponto T, é a tangente do arco de medida algébrica x, enquanto 


que OP, e OP; são, respectivamente, o seno e o cosseno desse mesmo arco. 


Lembrando que, se o ponto P coincidir 
nd A is 
com Bou com B,istoé, se x=—+kz, 


não existe a tangente: excluindo 
esses pontos, temos, asso-ciado ao 
número real x, um único número real tg 
x, que sabemos ser igual ao quociente 
entre sen x e cos x. 

Fica, então, definida uma 


( 


função f, de 45 + ak E 2] em R, 
l 
para a qual 


| Ssenx 
Cos x 


fo)ztgx e tgx 


O dominio da função tangente é (=x eR|x=z > tm k e 2): seu conjunto- 


imagem é R. A função tangente é impar e periódica de periodo 1. 
O seu gráfico é a tangentoíde 


uu 
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Um resumo para outras funções trigonométricas 


4. Função cotangente 


f(x) = cotg x 

D(f)=(xe R|xékr;k eZ) 
(fN)=R 

Impar 


periodo x 
cos x 


sen x 


Cotgx = 


2. Função secante 
f(x) = sec x 
D(f)=|xeRIx* Saka: kez) 
UD=]-0;-Ju(t;tol 

par 


periodo 27x 


secx= 
cos x 
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3. Função cossecante 


f(x) = cossec x 


Difh=ixekR|xrkyke Z) 


HD) =]-,=1]u[1,;+o[ 
impar 


periodo 2x 


nana cn nn 


COSSEÇ KA = 
SEN X 


pf |. 


ie Fra 


Lt] 
HM 


Exerçicios Resolvidos 
3.57) Determine o conjunto-imagem da função definida por 
fix)=2senx+1 
Solução 
Sabemos que para tado real x lem-se 
-i<senxsi 
Dai 
-2<285enXxE?2 
e somando-se 1 a cada termo de desigualdade 


-=1<2senx+153 


Isto É 
-1<f(x)s3 
Assim 
= [4,3] 
3.58) Determine o dominio da função f, definida por 
f(x) = ! E 
ai q 


ga 


Solução 
Devemos impor duas condições para obter o dominio da função f: a 


cotg Xx+ 3) deve existir e ser diferente de zero. 


Então 


E 
x+— 2kz 
4 


an 
Xx+— *—+k7 
4 2 


Dai D(f)=[xeRIx= Zeta e xe-Trkackez) 


3.59) Construa, para 0 s x s 2x, o gráfico da função g, definida por: 
g(x) =-2 - sen x 
Solução 


A partir do gráfico da função f(x) = sen x após uma reflexão em torno do eixo Ox, e 
uma translação “para baixo”, de duas unidades, obtemos o gráfico da função g 


“ 
- 
“4 


cansago sans 
" 
. 


susonecano sei cosuves 


Exercícios Propostos 

3.60) Determine o conjunto-imagem da função 
fb)=— 2 + 3 secx 

3.61) Dê o domínio da função f(x) = tofx+5) 


sen x 


3.62) Mostre que a função definida por f(x) = 


é par. 


3.63) A função definida por f(x) = À -sen(kx) é periódica de periodo 6x e tem 
conjunto-imagem [- 4; 4). Determine essa função. 
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3.64) Construa o gráfico de cada função definida abaixo: 
ajfix)=2+senx 
bifix)= cos[x-2] 
c) ftx) = sen 2x 


3.55) Construa o gráfico de cada função definida abaixo: 


ajitxi=-=[|cosx| 
b) DO = Sen X 
|senz| 


a fto= = Cos x | 


3.10 — FUNÇÃO INVERSA 


O Conceito 


Seja f uma função rea! de À em É. 


Se para cada y em B exisle um e um só x em À, lal que y = f(x), diz-se que à 
'unção fe invertivel, Então, a função de B em À, que associa a cada y de B um 
nico x em à, chama-se função inversa de fe à notada com. 


Jbserve que: 


1.9) D(1')=B=I(f) 

2.91 'y=A=D|f) 

3Jjy=figex=""(y) 

Seja fuma função invertível, de À em B, e seja y = f(x) a fórmula que a define. 


A função inversa, [', de Bem À, é definida pela fórmula x = f"(y). 
Então, dada a fórmula que define a função f 


y= f(x) 


para obtermos a fórmula que define a função inversa f”' expressamos x “em 
função” de y 


x= 1" (y) 
Por exemplo, seja a função invertivel, de E em &, definida por 
v=fo)= 
Para obtermos a férmula que define 1", partimos da fórmula que define f 


y=x 
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Expressando x “em função” de y 
x=Yy 
Então, a fórmula que define a função f! é 
x= "6)= 


E : 3 o 
E comum, entretanto, na fórmula x=“/y | fazermos uma troca de letras: x por y e 
por x, então 


y='09 = Yx 
é a formula que define '. 
Um resumo 
Dada a fórmula 
y = f(x) 


que define a função invertivel f, se quisennos a formula que define a função f” 
procedemos da seguinte maneira: 


1.º passo ; na fórmula y = fix), “isola-se” x no primeiro membro, 
2.º passo | troca-se a letra x pela letra y e a letra y pela letra x. 


Uma propriedade geométrica 


y 


Os gráficos da f e sua inversa f”! são simétricos em relação à bissetriz dos 


quadrantes impares. 


Exemplo 
Seja a função f, de & em R, invertivel, tal que 
tg = x* 


A função inversa ' &de Remke 


Pa ia 
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Os gráficos de fem f"! estão na figura abaixo: 


Exercicios Propostos 


3.56) Seja a função f, invertivel, de R' em R, definida por 
1 
fog) == 
X 


Determine E" 


3 1 
3.57) Seja a função f, Invertível, de EK em -5) em R Ah «tal que 
x+2 


fo) = 3x=3 


Determine 1" 


3.68) Para a função polinomial do 1º grau, de R em E, definida por fix) = ax + b, 
aé 0, determine a e h sabendo que f= [", 
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3.69) Considere a função f, de R em R, definida por 


f(x)=2x-— 5 


a) Determine f"'. 
b) Calcule (fof')(x) e f'[f(x)]. 
Algumas funções importantes 


1. A função raiz quadrada 


A função f, de R. em R,, definida por 


f(x) = xº é invertivel. A sua inversa, [7 , 
é a função de R. em R,., tal que 


f (x) — dx 


Os gráficos de fe f”' estão 
desenhados ao lado 


2. À função logaritmo 


À função exponencial de base a, a>0e af 1, deK em R.,tal que f(x) = a", é 


invertive!. A sua inversa, f”', é a sua função de R.emR, definida por 


E! (x) = loga x 
Os gráficos de fe f”' estão desenhados abaixo 
Ev= ar 2h i 
f'y =? “bissetriz 


El 
dá 


/"bissetriz 


ft:y = log,x 
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3. À função arco-seno 


nº no 
A função de |-—:— 
a l 2'2 


em [-1, 1]. tal que f(x) = sen x é invertlvel. A sua inversa, a 


é a função de [-1; 1jem [-5: | definida por 


mola 
, 


Ft(x)=arcsenx 


Os gráficos de fe f' estão desenhados abaixo 


f(x) =arc sen x ! hisselriz 
O(fy=[=1,1] ã ” 
a fo! = q" = ae 
(o =HI) 72 
Y=arç sen x 
Ê 
seny=x 


4. À função arco-cosseno 


A função de [0: x) em [=1; 1) tal que f(x) = cos x é invertivel. A sua inversa, Pl éa 
função de [—1, 1] em [Q; x], definida por 


Fx) =aFccosx 


Os gráficos de fe f! estão desenhadas a seguir 


f(x) = are cos x 
D(f 'y=(=1:1) 
CD(f)=1(1')=[0; x] 


yY=afccosx 


l 


COS V =X 


aa i 
Pá -1 erre rente nm id a O me 


to 


5. À função arco-tangente 


A função de 3] em &. tal que f(x) = Ig x é invertivel, A sua inversa E 


função de KR em HE: a . definida por 


[' (x)=arcta x 


Os gráficos de fe f”" estão desenhados abaixo 


fog) = arctgx 
Dtt'3=R 


La 
"3 disse ras Sncsd esa ue cassaao 


CoOcr'y= tt) = 


y=erctgx 

U 

gy =x 

Clumarsscas E q ea a suma navasa ca)t== ==. num nam 
= 
Exercicios Resalvidas 
3.70) Determine o dominio da função definida por 
3x —1 


fx) = log; [1- 2x) + Jarcços 


Solução 


As condições que devemos impor são 


ps > 0 
[-1< cai 
2 
A solução do sislema acima nos dá D = [5 


.êa 


f1 


3.71) Dê o conjunto-imagem da função f, definida por 
fixg)=r+2arcsenx 
Solução 


Para todo x, = 1 5x5 1 tem-se 


pu T 
—— & BIG SENX E — 
2 2 


-1E dal SENXEST 
e, somando q aos membros da desigualdade 


Dza+2?aresenxr gr 
ou 
O<fix)s2mn 
Logo 
D(f) = [0; 2x]. 


3.72) Construa o gráfico da funçao g, definida por 

o(x)= | arc senx | Yd. 
Qual é o seu conjunto-imagem? 
Solução 
Se fix) = arc sen x, para ohtermos o 
gráfico de g(x) = |f9]. fazemos a “parte 
que estã abaixo” do eixo Ox, do gráfico 


de i(x). sofrer uma reilexão em relação 
a esse eixo 


1] 
1 
q 
. 
[] 
1 
d 
1 
+ 
1 
+ 
1 
I 
) 
1 
) 
+ 
+ 
, 
+ 


fa 
| 
| 


3.73) Determine o conjunto-imagem da função definida por: 


f(x) = sen (arc tg x) 


Solução 


n 1 a 
Fazendo « = arc tg x, temos tg « = x, com "2 <u< E] e x real qualquer. Ássim 


K x é p 
f(x) = senu e como E <a io tara -(<senus<i1,istoe 


16) = 1-1, 1€ 
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Exercicias Propostos 
3.74) Determine o dominio da função definida por 
ftx)= log (3x— f) + 2 log (x+ 1) 


3. 75)Determine o dominio da função definida por 


-3) 


3.76) Determine o conjunto-inagem da função definida par 


fix)= 2 arc cos[ 


to | x 


Fix) =-L.3 arc cos x 
3 


2,77) Construa o gráfico da função definida por 
fix)=-— are cos x 
Exercicios Suplementares 


1.1) Algumas desigualdades em & 


a+b — 
2 vab. 


1.º) Se a e bsão reais não negativos, prove que 


a bh 
2.)5ea>0eb>0 prove que pras: 
a 


3.'y Prove quea? + bi +ci>ab+bc+ca. 


4º)Se a becsão reais positivos, verifique que 


(arb+eta! +b!+c=8 


5.) Se a,a,.&,...a, são positivose a,-&,-a,-...:a, = 1, mostre que 


(Uradiiradi+a(i+a)z2 


6.º) Os números reais p, qe o são tais que p> 0, q>Dea> 1. Demonstre a 
implicação. 


E 
p+q q 
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|2)Se ae bh são reais não nulos, compare os números 
x=|a-ble |lal-(b]] 


1.3) Seja E c k. Um ponto a diz-se ponto de acumulação de E se tada vizinhança 
completa de a possui um ponto de E distinto de a, 
a) Quais são os pontos de acumulação do conjunto E = 70; 2)? 


: 1 2] 
bt) Qual é a ponta de acumulação do conjunto E = o neNs? 


c) Se a é um ponto de acumulação de E, tada vizinhança V(a) possui infinitos 
pontos de E. Demonstre. 


1.4) Uma função f, de Z em Z, é tal que para todo a ae Zetodob be Z, lem-se 


fia + b) = f(a) + f(b). 
a) Determine f(0). 
b) Verifique que f & impar 
c) Se f(1]=k, determine f(n), n E RN. 


15) Sejam as funções fe q, definidas respectivamente por 


fixg)=senx e gix=zax+h a*0 


calcule a e b, sabendo que fog = gof. 


1.6) Seja a função g, real, definida por 


904) = lo SA ia x+2 
“42 *4- 

a) Qual é o dominio de g? 

b) Resolva a equação g(x) = O. 
1.7) Seja f a função real tal que 

E 
in)= xé=-3x+1 
x-1 


Verifique que fê crescente em ]-0;1[. 


1.6) Prove que para | x | < 1, tem-se 


1 
arr sen X + arc Cos x = a 
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PARTE II 


Limites e Continuidade 


Capituto 4 — Definição de limite de uma função 
Capitulo à — O conceito de função continua 
Capitulo 6 Cálculo de limites 


Capítulo 7 Limites e continuidade laterais 
Capítulo 8 — Infinito 


Capítuto 9 -— Funções trigonométricas, 
Exponenciais e logaritmicas 
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Capitulo 


4 Definição de limite de uma função 


4.14 — IDÉIA INTUITIVA DE LIMITE DE UMA FUNÇÃO 


Neste item, apresentamos uma discussão informal das principais ideias a respeito 
do conceito de limite, começando com uma pergunta : 
“Dada a função f e um número xo, se tomamos valores de x próximos de xo. que 


número estará próximo dos valores de f(x)?" 


Se xa pertence ao dominia de f, então o 
valor de f para x = xo é fí(xo). 
Poderiamos pensar, então, que se 
tomamos valores de x próximos de Xa, 
os valores de f(x) devem resultar 
próximos de f(xo). Isto é o que 
acontece, de fato, com muitas funções, 
mas há casos, como veremos nos 
exemplos, em que, embora x tome 
valores próximos de xo, os valores de 
fg) não se aproximam de f(xo). 


1.º exemplo 


Seja a função f: R — R, dada por 


f(x) = x? + 2, cujo gráfico se representa 
ao lado. 

Diretamente no gráfico, pode-se ver 
que: 

LI 3 

2.º) Se x é próximo de 1, então f(x) é 
próximo de 3 = f(1). 

2.º exemplo 


Considere, agora, o exemplo da função 
g:R> R, dada por 


| x, se x<1 
g(x)=: 3 se x=1 
[ps se x>1 


cujo gráfico se representa ao lado. 


K jusssensmane 


es 
e 


3p-4 


td 


" 


Diretamente no gráfico, vê-se que: 

1) g(1)=3 no 

2.º) Se x é próximo de 1 do lado direito, então g(x) é próximo de 5. 
Se x é próximo de 1 do lado esquerdo, então g(x) é próximo de 1. 


Como se vê, neste último caso não é verdade que qg(x) se aproxime de g(1)=3 
quando x se aproxima de 1. Neste exemplo, só foi possivel considerar a 
aproximação de g(x) separadamente pela esquerda e pela direita de xo = 1 
Examinemos mais exemplos do comportamento que uma função apresenta quando 
x esta próximo de um dado ponto xo. 


3.º exemplo 
Dada a função h.R-/3 >R por 


logo, os pontos do gráfico pertencem a 
uma reta. O gráfico é constituido por 
todos os pontos dessa reta, exceto 
aquele de abscissa xo = 3. Vê-se, 
facilmente, que: 


- 

h(x) = É É , podemos repre-sentá-la o Dfeeeeeso 
e ' 

pelo gráfico ao lado. Note que, para x 
É 3, temos 
h(x) — (x+ 3x3) =X +3 

x-3 

X 


não existe h(3) (pois o valor xo = 3 não está no dominio de h). 


1.º) 
2.º) se x é próximo de 3, h(x) é próximo de 6. 


4.º exemplo 

Dada a função f, : R-(0)> R por 
1 

dc fai cujo gráfico é mostrado ao 


lado, pode-se notar que: 


1.º) não se define f.(0) (ou seja, o valor 
Xo = O não pertence ao dominio de f;). 


2.º) se x se aproxima de O pela direita, 
ti(x) toma valores positivos cada vez 
maiores. 


Se x se aproxima de O pela esquerda 
fi(x) toma valores negativos, mas de 
valores absolutos cada vez maiores. 
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Como podemos observar nos exemplos examinados, o comporiamento que uma 
função f apresenta, quando x esta próximo de um dado ponto x,, pode ser bem 
variado, Considere de novo o 3.º exemplo, aquele da função 


hiR-()>R 


z -— 
E E - Vimos que hfx) está próxima de & quando x estã próximo 


dada por hix) = 


de 3, ao mesmo tempo em cue não se define o valor numérico hf3). Esta função 
Hustra muito bem o conceito de limite. 

Se os valores de uma função f se aproximam de um número L quando x se 
aproxima de xg. dizemos que o limite de fixJe L, se x tende a xa. e escrevemos 


Him fly =L 


É bem evidente que lim h(x] = 6. Assim também, para as funções dos demais 


exemplos que vimos, podemos notar que lim (x + 2)=3. que lim q(ix) não é Je 


PO E 
que lim — também não existe, 
X-s 4 


ão investigar o limite de uma função f num ponto xa, estamos interessados em 
valyres de x próximos de xe. Veja que pouco interessa o que ocarre com o valor 
numérico de f para x= xo. 
Na caso de funções como a q, a noção de imite pode ser adaptada, se falarmos 
em limites lalerais, para x tendendo a xo pela esquerda ou pela direita. 
Escrevemos 

Jim th) = L; 
se f(x) estiver próximo de L; quando x se aproximar de xp pelo lado esquerdo. & 
ainda 

(Am fix) = La 


se f(x) estiver próximo de L; quando x se aproximar de xa pelo fado direito. 
Assim, no exemplo da função q, teremos 


lim g(g=1 e lim g(x)=5 


e também, para as demais funções: 


lim (x)+2)=3 lim [7 +2)=3 
2 
im É =6 lim ES 2.6 
sm] gu 3 3 ya 


9 


No caso da função fi: R-(0) >R, f(x) = -. vista no 4.º exemplo, usaremos 0 
símbolo «. Como sabemos, este simbolo se lê infinito e não representa um número 
real. É usado para indicar a idéia de 

que os valores de uma dada variável 4 

tomam-se grandes, sem limitação. 
Poderemos, então, escrever 


lim -=- 00 
nd. X 
e 
1 
lm —-=+ 0 
em . X 


5.º) exemplo 


Considere, agora, a função f cujo gráfico é representado ao lado. Para as 
expressões. 


a) tim f(x) 1) tim Hx) 
b) lim f(x) DD tim f(x) 
3 limf(x) K) Jim f(x) 
4) lim f(x) à die) 
Ee m) lim f(x) 
e) tim f(x) pá 
n im f(x) n) ep. 'É 
9) (lim f(x) O) log fx) 
nO ug, f(x) 


Encontramos os seguintes significados: 


a) 1 e) 1 ij 4 m)1 

b) 2 f) não existe )7 n) não existe 
c) não existe g) 4 k) + co o) não existe 
d)2 h)4 |) não existe 


A noção de limite, na linguagem que utilizamos até aqui, embora intuitivamente 
tenha ficado clara, só estará estabelecida solidamente, para futuros 
desenvolvimentos lógicos, se for reescrita numa linguagem mais técnica e formal. 
Devemos estipular, rigorosamente, o que queremos dizer com as palavras “estar 
próximo" ou “tender a". Tais noções ficam suficientemente claras quando 
ultilizamos o conceito de intervalo, que em nosso estudo recebe o sugestivo nome 
de vizinhança. Nos próximos itens, trataremos de introduzir essa linguagem, para 
definirmos rigorosamente a idéia de limite. 


Bo 


4.2 — DEFINIÇÃO FORMAL DE LIMITE DE UMA FUNÇÃO 


1.º exemplo 


Tomemos, primeiramente, o exemplo da função h: K — (2) > KR, dada por 


* — 2x? 


2 
Para x É 2, temos h(x)= Lea =x), logo, os pontos do gráfico 
X paso 
pertencem a uma parábola. O gráfico é constituido de todos os pontos da parábola, 
com exceção daquele que tem abscissa xo = 2. 
Intuitivamente, é claro que 


lim h(x) =4 


o que significa que é possivel fazer h(x) 
ficar tão próximo de 4 quanto 
quisermos, bastando fazer x ficar 
suficientemente próximo de 2 (note que 
não desejamos que x fique igual a 2, 
mas unicamente próximo de 2). Para 
exemplificar, suponha que a distância 
de h(x) ate 4 seja menor o que 0,1. Isto 
significa que 


4-01<h(x)<4+0/1 
ou, ainda, que 


[htg)—4 |<0,1 


Graficamente, desejamos que h(x) se 

situe na faixa do eixo Oy indicada ao O prsnncannaano 
lado, a qual é a representação da 

vizinhança 


V(4, 0,1) 


Pode-se ver que, para conseguir este 
efeito, bastará tomar x dentro do 
intervalo 


J4-01<x</4+01ex=2 


csnsnsocunanvoronenanmanan=e 


x 


t 
pocomosnananva taco caracavro 


; 


Vi-01 MVa+0 


De fato, supondo x * 2, pode-se escrever h(x) = xº. Então, a condição | h(x) - 4 | < 
< 0,1 fica | x2-4 | < 0,1, donde 


À 


«01<x%-4<0,1 


ou ainda 
4-01<x<4+0,1 
B1 


É claro, portanto que tomando-se 


Vá-Q1<x</4+0,1, comx 2 
resultará 
| héx) = 4 | «0,1 


Este intervalo é o mais amplo possivel. Na verdade, qualquer intervalo aberto 
contido nesse, tendo 2 em seu interior, serviria também ao nosso propósito. Vê-se, 
então, que é possivel fazer h(x) ficar uma distância de 4 menor do que 0,1 : basta 
tomar x dentro de uma vizinhança de 2 contida no intervalo acima, 


Aproximemos h(x) mais anda de 4. Se desejamos que a distância de h(x) até 4 
seja menor do que 0,001, isto é, que 


[h0x)-=4 |< 0,001 


deveremos escolher uma vizinhança de 2 com raio bem menor ; mas é claro que, 
por menor que seja a distancia que desejarmos de h(x) até d, será sempre possivel 
encontrar uma conveniente vizinhança de 2 que funcione bem. 


Generalizando, diremos que se tomarmos qualquer número positivo « (por menor 
que seja este valor), podemos fazer 


[hix)-4|<e 
pois será sempre possivel escolher Uma vizinhança de 2, 
VriZ 8) 


com o raio & conveniente. Para essa vizinhança, teremos que se |x-2 |<Bex?2 
então |hiyj-d|<e. 

Ao inves de escrever |x-2 |< de x*2, podemos escrever0< |4-2|<85. 

Veja que a frase lim fx) = 4 começa a se substituida por outra, equivalente, mas 


de significado preciso. Para dizer que lim h(x) = 4, dizemos. 

“+72 
“dada uma vizinhança do número 4, com raio «, é possivel escolher uma 
vizinhança do numero 2, com raio à, tal que se x e V'(2; à), então h(x) e Vide)". 


Esta mesma frase pede ser dita assim: 


“dado qualquer número posilivo e, É sempre possivel escolher outro número 
positivo à tal que 
Se0<|x-2|=8, 


então 


[hog — 4 | <a” 


Be 


2.º exemplo 


Considere, agora, o exemplo da função 
g:k-(1)>R dada por 


3S|x—1 
at) a Ala d] 
x—1 


cujo gráfico está representado ao lado. 
É fácil ver que 


ato =| q, sex>1 


-4, 5: x <1 


intuitivamente, ê claro que Im atx) não existe. 
W-s* 


Pademos dizer que existem os limites laterais 


lim g/x)J=-1 e lim atx)=3 


“41 


mas não podemos dizer que lim g(x)=3- 
“-.1 


Dizer que limg(x) não é 3 significa 

“=+1 Str. 
que & possivel fazer h(x) ficar tão 3 
próximo de 3 quando quisermos, com 
x aproximando-se de 1 por ambos os 
tados. Fara exemplificar, suponha que 
desejamos fazer a distância de g(x) ate 
à ficar menar do que e = 0,1, tomanda 
para isso uma vizinhança conveniente 
de 1. Veremos que 1580 é impossivel, 
pois qualquer vizinhança de 1 
apresenta pontos à esquerda de 1. 
para as cuais gix) = — à, logo, para 
esses valores. 


Igb)-3|=8>0,1 


, 
erro im mm 


md pequeno mem É 


a 
+ 
pr 


Mkai diadvanda da "3 


E claro que os valores à direita de 1 satisfazem a condição, pois para eles g(x) = 3 
e entao 


[960)—-3]=0<041 


Entretanto, a condição | gix) — 3 | < 0,1 deveria ser saiisfeita pare todos os púntos 
da vizinhança Vº(t; àb. 

O mesmo argumento serviria para mostrar que g(x) não se aproxima de 4,5, 6 ou 
de qualquer autro número real, ou seja, não existe lim ax). 


Vamos agora, estabelecer formalmente a definição de limite de uma função. 
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Seja f. À > E uma função e seja Xo, Um número real. O numero xo pode pertencer 


ou não ao dominio de f, mas suporemos que existe ao menos uma vizinhança 
reduzida, de xo, que está inteiramente contida em À. 


Dizemos que a função de f tende ao limite L quando x tende à Xo Se, paía 
qualquer número positivo £, é possivel encontrar um número pesitivo à talque | 


Se0<|x-x|<B então |Hix)-LI<e 


Indicamos lim ftx) = L, ou ainda 
fixg)>l se X>5% 


Exercicias Resolvidos 


4.1) Sejaf:R —-R daga por f(x) = 2x — 5. Prove que lim (2x—- 5)= 3. 
SOlUÇÃo 


Proposição: Devemos provar que para qualquer número positivo £, é possível 
encontrar um número positivo à tal que 


Se0<|x-4|<B então] fix)-3|<ec 


investigação: À condição | (2x— 5)- 3 | <cequivalea[2x-8|<xz, ou ainda 
j2tx-4<e 
2|x-4|<z 


|x-4I<5 
Pareçe claro, então, que devemos escolher 3 = e 
Demonstração: Dado « > Q, vamos escolher à = a" Seja0<|x-4|<é&. Então, 
temos 
Lfbd=3|=|(2x=5)=3|=|2x=8|=2|x-4]<28=€ 
isto é, 


[bg-3|<s 


Assim, fica provado que lim (2x-5)=3 
xá 


B4 


4.2) Sejaf:R — E dada por fix) = 1 — 3x. 
Prove que lim (1 -3x)=-5 


Solução 
Proposição: Devemos provar que para qualquer número positivo z, é possivel 
encontrar um número positivo à tal que 
Se0O<|x-2|<s, então |fb)-(-5]<s 
Investigação: À condição 
16-30 -(ES)|<e 
ESCIevê-SC 
[1-3x+5| <e 
[6 = 3x| <e 
[3x - 6| <: 
3|x-2] «e 


|x-2|<> 
3 


Vê-se, então, que devemos escolher à = E 
Demonstração: Dado £ > O, tomemos 5 = a Seja0<|x-2|<& Assim 


Lto-(t-S = |ti-30)-(-5)|=|58-3x]=[3x-6[=3]x-2]<35=€ 


Portanto, 
lim, (1i—-3x)=-5 


vi id 
4.3) Seja ft: R-(3) > E data por Hx) = É - 
x - 
vu]. O 
Prove que lim — =6 
1-3 x—-3 


Solução 


Proposição: Devemos provar que para qualquer numero positivo =, É possivel 
encontrar um número positivo à tal que 


Se0O<|x-3]|<5 então] ftx)-G|<z 


as 


- 3 E 
Investigação: Para x É 3. lemos F(x)= (Eae a =x+3. Assim, a condição 


AsScreve-se 


Basta, entao, tomarmos 5 = F. 
Demonstração: Dados > 0, sejad=s. SeU<|x-3]<óá, lem-se 


x-9 
Z—a 


HO)-6|= 


-5|=1txem-6l=x-3|<5=+ 


EA 
Portanto, lim —— =6. 


44) Sejaf:R—-(1) > R dada por: 


2x) +%x-3 
x-—1 


Prove que lim 5 
É 1 
Solução 


Proposição: Devemos provar que para qualquer número positivo c, & possivel 
encontrar um número posilivo à lal que 


SelQ<:|x-1|<ã então|fi)-5|<z 


investigação: Para x é 1, temas f(x)= fex+ Hx) 


; = 2x+3. Ássim, a condição 
Wo — 


x—1 


El<r 


ESCTOVE-SE, 


|(2x + 3) = Sj<e 
jax-— 2]<s 
2|x- 1|<e 


E 
EE ea 
ja t]<5 


8a 


” o 
Basta, então, tomarmos 5 = 3º 


Demonstração: Dado c > OD, seja & = 3º Se0O<|x-1|<ô tem-se 
e! 
Hbo-s|= dns s). [(2x+3])-5|=2]x-1|<28-€ 
Re | sd 
Portanto e -=5. 
“01 “= 


4.5) Sejaf:R > E dada por flx)=Xº. Prove que lim x? = 25 
] ..5 


Solução 


Proposição: Devemos provar que para qualquer número positivo e, & possível 
encontrar um número positivo & tal que 


se0x<|x-5|<áà então |f(x)-25|<e 


Investigação: À condição | fix) - 25 | < c escreve-se 


|x-25] << 
jtx-5)(x+5)| <e 
Jx-5|-|x+5|<s 


Esta etapa de mvesfigação não & ainda uma prova. mais sim uma pesquisa do 
ponto de partida para a prova. Queremos alguma afirmação da qual se possa 
concluir que |x-— 5 | -|x+ 5] <c. Lembre-se de que, ao pesquisar o limite para 
x — 5, estamos interessados em valores de x próximos de 5. Assim, nada nos 
impede de restringir os valores de x à vizinhança de raio 1 em torno do número 5. 
Se fizermos |x- 5|<1,0useja 4<x<6, teremos 
Qex+5=<11 /X 
Isto é, O = o 


|x+5[<11 4 9 6 


Assim, se tivermos |x— 5/ -11 <e, teremos também |x-5 |-|x+ 5 | <z, porque 
estaremos subslituindo, no 1.º membro, o número 11 pot uma expressão |x+5| 
menor que 11. 


Por outro lado, para termos |x— 5 | -11<g, basta queseja |x- 5 |< TE Conclui- 
se que, para provarmos a nossa proposição, deveremos escolher 8 de tal modo 
que as duas condições 


|x-5|<tejx-5|<É 
11 


8rf 


fiquem satisfeitos. Para isso, basta lomar como & o menor dentro os números 1 E 
[2 


1 
= min (E! 
af 
E 
Demonstração: Dado r > O, tomemos 8 = min (t “. Seja 0<|x-5|<ãá 
| 
Temos, então 
TIjo<|x-Al<s1donde/x+5/|<11 
2.90<|x-5|< — . donde |x-5| Ai<s 


Dai resultaque |[x-5 | |[x+5|<e ou seja, 
|x)-25)<: 


e, portanto, lim x =25. 
“+ 


4.6) Seja É: R > 2 dada por f(x) =x +x+1.. Prove que lim (7 + x+1)=3. 


Solução 
Proposição: Devemos provar que dado = > O, existe à > Q tal que 
Se0<|x-1|<&então|ib)-3|<L 
Investigação: À condição | f(x) —- 3 | < r escreve-se 
[tw +ux+1)-3] ez 
Ixsx-2|<s 
|(x-1x+2)| «r 
jx-4-|x+2[<s 


Supondo que x se restringe a uma vizinhança de 1 com raio 1, temos |x= 1 |<1, 
ou seja 
D<x<2 LR 
Zax+2<4 0 1 9 


e assim, 
jx+2|<4 


Portanto (do mesmo modo que fizemos no exercício anterior), da condição 
|x-1|-4<r decorre que 


Ix-1||x+2|<r 


EB 


o : E 
Basta, então, tomar como à o menor dentre os valores 1 e 2 : 


£ 
= mi 1— 
= min E) 


Demonstração: Dado c > O, seja é = min A = 
Se0<|x-1|<á então 
1.90<|x-1|<1t, donde|x+2[<4 
FA Josja-1[e a. dondejx=1|-4<z 
Dai resulta que |[x-1]-|x+2/[<e,ouseja, 


[x +x-2|<z 


que equivale a |(x? +x+1)-3]|<e. 


Assim, tm (x? +X+1) E pe 


=3. 


4.7) Seja f: lk — (2), dada por f(x) - . Prove que lim 
-2 od X—2 


Solução 
Propasição: Devemos provar que. dado É > 0, existe é > O tal que 
se0<|x-4 |<ã eniãolfg)-3|<z 


Investigação: A condição |f(x)—- 3 | < c escreve-se: 


5) 

Go <E 
|12-3x| 
E a" =: : 
3.|x-4] 3 4 5 
|x-2] 


E 
x—-d|<-—. |x-2 
|x-4|<5-|x-2] 
Se restringirmos qs valores de x à vizinhança de d com raio 1, teremos |x-4 


|<1 donde3<x<5 ouaindal<x-2<3 Assim |x-2[>1. 


Se tivermos |x— 4 | « = então teremos também |x- 4 | «< E |[x-2|. porque 


E - E E E 
estaremos subslitundo o 2.º membro por uma expressão 3 x-2 | mator que e 
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As duas condições, 


|x-4|<1 e [RA ja 


| 
Demonstração: Dados. > 0, seja 8= min pt afº 
| 
SejaD<|x-4|<&. Então: 
1.9)0<]x-4|<1.donde|x-2/]>1 
2.º)0<|x-4|< a 


' LR : 
Daí resulta que [x = 4 |< E |x-2],ou seja, 


3-|x-4] 
———————— «6 
|x-2] 
6 
que equivale a |—— -—3 
Xx-2 


CE. 


Portanto, lim Es ES. 
ra x-2 


48)Sejaf:R-(2]> R dada por fix) = —: 


x 


Prove que fim = ê . 
..5 3 


x-2 
Solução 


Proposição: Devemos provar que, dado g > O, existe 6 > O tal que 


se0<|x-5|< 5 então <E£ 


ft9- 


Investigação: À condição «E escreve-se 


5 
xo)- É 
(x) ; 
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= 


E] 


Í 
ficam satisfeitas se escolhemos para à o menor dos valores 1 e e & = min e 3: 


Restingindo x à vizinhança de 5 com raio 1, temos [x = 5]< 1, donde4 <x<6, isto é, 
Z<«x-2<4 eassim|x-2)>2. 


Da condição |x- 5 |< E -2 resuliará que 


|x-SI< SIx-2] 


pois estaremos substituindo o 2.º membro pela expressão = -[x-2| mator que 
* > 

As duas condições |x-5|<1e|zx-5|< = -2 ficam satisfeitas para 

à = mini, 3c). 

Demonstração: Dado E > O tomemos 8=min (1, 3%) SejaÚ<ix-5|<ó&á Então 


1.9)0<|x-5|<1. donde|[x-2]>2 
2)0<|x-S|<% 


Dai resulta que 
tx-5I< Slx-2] 


Donde 
2 |x-5| 
Ra <E 
3 |x-2| 
que é equivalente a 
X b 
—— | € E 
Xx-2 3 
Portanto, ice ê. 
msiy=-2 3 


49ysejaf: R > E dada por f(x) = x), Prove que lim EB, 


solução 
Proposição: Devemos provar que, dado e > O, existe 5 > O tal que 


se0<|x-2| <G então |fix)-B|<: 


Investigação: A condição | f(x) - 8 |<vequivale [Xi -8|<+ 
[(x-2) DÊ +2x+a]<e 
|x-2 || +2x+4]<s 
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Se restringirmos x à vizinhança de 2 com raio 1, teremos |x— 2 | < 1, isto é, 
1<x<3 etambémi<:x)<B2e2<2x<6. Paranto 


3x ww +2x<15 


x 
Tx ww +Zx+4<18 PRC SR SE 


Logo, 1 2 É 
|x +2x+4]<19 


Por isso, da condição |x— 2 | 19 <+r decorrerá que |x— 2] xº+ 2x + 4] <£. pois 


estaremos substituindo, no 1.º membro, a expressão [é + 2x + 4 | que é menor 
do que 19, 


As duas condições, |x-2]<1 e |x-2| e. ficam satisfeitas para 


Demonstração: Dado É > O, tomemos à = min (1 | 
Seja 0<|x-2/[<à Então: 
1.)0<|x-2]<1, dande|x? +2x+4|<19 
2)0<|x-2[< o donde [x -2]-18 <s 
Dai resulta que 


|x-2||xX +2x+4|<e 
que equivale a 


|xº-B|<e 
e, portanto, lim W=B. 


4.10) Seja f: =. > E dada porfix)= vz. Prove que lim x =3. 
Solução 
Proposição: Devernos provar que, dado É > 0, existe à > O ta! que 
seU<|x-D|<5, então | 4x +3] <E 
Investigação: À condição | Jx + 3| «E escreve-se 
|x-s]<e[Vx+3] 
Pais 


das (dx = 3x 3) x-9 
Jx+3 dx +3 
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Restringindo x á vizinhança de 9 com raio 5, temos que [x - 9 |[<5 oud<x< 14, 


donde é 
2 < 4x « 4 
ta sá /X 
Ge dx+3<3+4 —— tm gem mo 
e, então 4 9 14 
[x +31>5 


Da condição | x —- 9 | <=-5 decorrerá que |x—- “| <e |Vx+3], pois estaremos 


substituindo o 2.º membro por uma expressão e.| dx + 3] maior do que s-5. 


As duas condições, |x-9|< 5 e |x- 9 [| «x -5, ficam satisfeitas para 
à=min(5, 5e) 


Demonstração: Dado = > O tomemas 5= min 15, 5ce) Seja 0 <|x-9]<& Então 


1.º)0<|x-9]<5 donde |Vx +3] > 5. 
2.390<|x-9|<5. 


Dai resulta que 


ix 9 <ejdx+3] 
DU 
Eid 
Ex +3| 
que equivale a 
|VXx-3|<e 


Portanto, lim x =3. 
K—+ 


4,11) UNICIDADE DO LIMITE. Seja f: A —>KE uma função para a qual existe O 
limite quando x tende a xo. Prove que esse limite e único, isto é, prove que 


se 
lim f(x)=L, e limfíx)=l, 
X-3Kg X-+Es 
então 
L,=L, 
Solução 
Dado; > 0, 


1.º) existe à; > O tal que 
Se0<|x-xp|<ó, temselib)-Lij<e 
2.º) existe 82 > O tal que 


Sed<|x-x|<d temselfby-Lo|<e 
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Assitn, para À = min (6, &2), as duas condições ficarão salisfeitas, isto É, se 
O<|x-xo|< 6, tem-se simultaneamente 
H fO)-L, | “E 
If)=L, | <e 
Como o módulo da diferença é menor ou igual à soma dos módulos fueja a 
desigualdade triangular, no item 1.4), podemos escrever que 
| [ft — Li) = [ftx) = La) | os [toy = Lo] + Ut) Lelo Ze 
donde resulta que | Ly — Ly | < Ze. 


Mas o valor de r pode ser escolhido arbitrariamente, desde que seja positiva. 


Admitamos. para raciocinar. que seja Lz é Ly. Então, poderia ser escolhido 
L,-L,| 


> O. Se isto ocorresse, teriamos 


[Lg=-Lij<22=2. CEU 
ou seja, 


|La=Ly|</La=b| 


Como isto É absurdo, resulta que é impossivel que seja L; é Ly. Em cultas 
palavras, 56 pode ser Lp = Li. 


4,12) TEOREMA DA CONSERVAÇÃO DO SINAL. Seja f: A — K uma função para 
a qual existe q limite quando x tende a xo. Suponha que 


lim fix)=L>0 


X—rxa 


Prove que é possível determinar uma vizinhança reduzida, de xo, tal que todo x 
pertencente a essa vizinhança imagem f(x) com o mesmo sinal de L. 


Solução 


dá 
Dado «> O, existe à > O, tal que 
SeO<|x-x|<a 
então | 
Lity-L|<s As 
isto &, 


L-sg<iixg<L+e 


L 
Se L > 0, desejamos que seja f(x) > 0. Para isso, basta tomar, por exemplo, E = 2 & 


teremos O « : < fix] a] 
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Se L <« O desejamos f(x) < O Para isso, basta tomar e - —=(que & positivo) e 


teremos Em < fix) < es 0. 
2 2 


Vê-se, então, que se tomarmos É = (1 | em qualquer caso existirá à > O tal que, se 
O =|x-xo|< 6 teremos fix) e L de mesmo sinal, Àssim, v'(Xo, 6) É à vizinhança 
procurada. 


Exercicios Propostos 


Em cada um dos casos abaixo (exercidos de nº4. 13 a 430) & dada uma lunção 
f A — R e pede-se demonstrar, utilizando a definição de limite. que lim Ffix]=L, 
x “ks 


4IDELRSR ld=Ix— 7, lim fix) = 5. 
ID EERS Rofo)=2x+3, lim f(x) = 7. 
415.RS5 BR fbdj=2-x, lim f(x) = — 3. 
11 R>R lx)=1-2x Virm f(x) = 1. 


2 . 
sINfR-ÇISRfbO= a lim og = 3. 
x — E-s 


SABER) > mf) E, lim) = 2. 


AADTER-DSR bos HoriZ, lira ftx) = 3 


AO tir Rftgj= MMOROS lim (x) = — 2 
K— + 

sf rRSR lg= x +2 limitx)=3 

42 for BR,fbg=1— x, Him 10) = 1. 


423) t:R>R. ftg)=xº-3x+2, limftx) = 0. 


55 


a2atirsRfog= x -x+1, lim fix = 1, 
AB RSRS = , que im tp) = 5 


2 


s26)f:R >R.fb)= ; lim f(x) = 2 


A2DEE-MDSR Is e lim tt) = 5. 


a2B ft: SR, fp)= Sl, imo = 4. 
54 E-+ 


4a2MtinaR tig=1—*, tim f(x) = 2. 
430,1: B> Rfog= do, IME) = 2 


4.31) Prove que fim f(x) = L se, e somente se, 
lim [0x) — L]= 0 
de) Sejam fe g funções tais que 
lmf(x)=L € limhíx)=0 
Prove que tim f(x) -hix) = 0, 
4.33) Sejam fe g funções tais que 
félimitada e lim g(x)=0 


Prove que lim f(x) -gix) = O. 
4,34) Seja q uma função com lim g(x)=L 70. 


Moslre que existem números positivos 5, M e N para os quais SE 
D=<=]x-— xa) = à então 


DeM<|g(y|<N 
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Capítulo 


o O conceito de função continua 


5.1 — IDÉIA INTUITIVA DE CONTINUIDADE 


Uma das mais importantes consequências do conceito de limite é o de função 
continua, que veremos agora, começando com uma definição intuitiva. 


Uma função é continua se o seu gráfico não é quebrado, ou seja, não tem 
saltos ou furos. 


Por exemplo, as funções cujos gráficos são dados nas figuras (a) e (b) não são 
continuas no ponto x,. À função cujo gráfico é dado na figura(c) é continua em xg. 


(c) 


Pode-se perceber facilmente que, se uma função f é continua em um ponto xg, 


então os valores de f(x) em pontos próximos de x, devem estar próximos do 
próprio valor numérico f( x, ). Ora, isto equivale a dizer que f(x) tende a f(xo) quando 


x tende a x,, isto é 


lim 100) = f(x,) 
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5.2 — DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO CONTÍNUA 
Seja f: A > E uma função e seja xo um ponto de seu dominio (xg e À). 


À função f é continua em x, se 
lim f(x) = f(x 
dm (5) = Hx5) 
Note que esta definição abrange as três condições seguintes: 
1.º) existe f(x, ) (isto é, xge A); 
2.º, existe lim f(x); 
XX 


3.º) lim f(x)=f(x9) 


Se f não é continua em x,, dizemos que f é descontinua em xp. Note, também, 
que só se pode falar que uma função f é continua ou descontínua em x,, se X 
pertence ao dominio de f, isto é, se está definido o valor f(x, ). Assim, para que f 
seja descontinua em x,, deve-se ter que 

1.º) existe f(x,): 


2.º) ou não existe lim f(x), 


ou então lim f(x) =f(xo). 


Note, ainda, que dizer que f é continua em x, também equivale a dizer que, dado 
> 0, existe à > O tal que 


Se |x-xo|<8, então |f(x)-f(x,)|<e. 
Aqui, já não fazemos objeção a que seja x= x, 
1.º exemplo 


Paraafunção f:X > Rof(x)=x)+2, 
temos 


Logo, fé continua em x, = 1, pois 


limf(x)=t(1)=3 


x» 
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2.º exemplo 


Paraa função g: R > K, 


| x.se x<1 
q(x) = 3 se x=1 
pone x>1 


temos 
g(1)=3 


mas não existe lim g(x) 
X— 


Assim, g é descontinua em x, = 1. 


3.º exemplo 


Para a função 


x*-9 
nh.R-(3)>R, h(x)=——- 
x-3 


temos que lim h(x)=6, mas não é 


definido o valor h(3). Assim, não tem 
sentido falar em continuidade ou 
descontinuidade de hem x, =3. 


4.º exemplo 


Seja f a função cujo gráfico é 
representado ao lado. Temos: 


a) em x, =1.fé continua, pois 
imf =f(1)=1 
limf (x) = (1) 
b) em x, =2, f é descontínua, pois 


f(2)=1 e não existe lim É (x) 


c) em x, =3,fé descontinua, pois f(3)=2 e tim Fx) =1; logo lim f(x) =f(3) 


d) em x, =4, não tem sentido falar em continuidade ou descontinuidade de f. 
pois não está definido o valor f(4). 
e) emx, = 5, fé continua, pois 


lim f(x) =f(5)=4 
f) em x, =0, diremos que f é continua à direita e em x, =6 diremos que f é 
continua a esquerda. 
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A continuidade lateral será discutida mais tarde, mais não custa adiantar, por 
exemplo, que no ponto x, =2, a função f é considerada continua à direita, pois 
lim T(x)=f(2)=1. 


Os exemplos examinados ilustram bem o conceito de função contínua em um 


ponto xp. Vamos estender esta noção a conjuntos mais amplos do que um único 
ponto. 


Um função f é continua em um conjunto D se é continua em tado ponto de D. 
5.) exemplo 
Seja !: K — R dada por f(x) = 2x — 5. No exercicio resalvido n.ºd.1, ficou provado 
que 
tm 10) =3=1(4 
Assim, podermos dizer que f é continua em x, = 4. 


Será f continua nos demais pontos do seu domínio? 
Para estabelecer este fato, devemos provar que 


tim F()= f(x, 


ou seja que lim (2x-5)=2x, —5 qualquer que seja X, ER. 


Isto só pode ser feito facilmente, como veremos no exercício resolvido n.º5.1. 
Dizemos, então, que f é continua em à. 


2xercicios Resolvidos 


9.1) Prove que 1: E 5X, f(x) = 2x - 5 é continua em E. 


Solução 


Proposição: Devemos provar que lim (2x— 5)= 2x, — 5 para todo x, E It. 
Investigação: À condição |t(x)-f(x, )|< = escreve-se 


|(2x-5)-(2x, -5)|<= 


|X=xp] Ro 
P) 


Basia, então, tomar à = a 


Demonstração: Dado z > O, seja à = 7 Se D<|x-x,|<ô, então 


|ttx)-tixe)l=|(2x-5)-(2x, -5)|=2]x-xp|<26=2 
Assim, lim (2x- 5)= 2x, — 5, isto é, fé continua emtodo x, E R. 
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5.2) Prove que f:* > R, f(x) = k (função constante) é continua em É. 
Solução 
Proposição: Devemos provar que 

lim fix)=fixg]=k 

X-+Xg 
Investigação: À condição f(x)-f(xy) | “r escreve-se |k- k|<r islo E, O<r. 
Assim, tal condição se verifica independentemente doa à > O escalhido. 
Demonstração: Dado r > O, seja qualquer à > 0. Se 0<|x-x,|<á, então 

JtO)-tleg)l=|K-k|-0<: 


Assim, fé continua em todo x, «RR. 


5.3) Prove que f: x > R, f(x) = x (função identidade) é continua em X. 
Solução 


Proposição: Devemos provar que lim x =x, 


X—+%g 


Investigação: A condição |t(x)-t(x, )|<5 escreve-se .x—xg]|<c. Basta tamar 
É SE. 
Demonstração: Dado e > O. sejaõ=e. Se 0<|x-xg|<B, tem-se 


[tO)-H)|=|x-xo|< 5 =€ 
Logo, fé continua emtodo x, E K. 
5.4) ssa ft: ERs»ER fiy)cax+b(aeb reais, a * 0). Prove que f é continua em =. 
Solução 
Proposição: Devemos provar que 


lim (ax+bj=ax; +b 


HZ 


Investigação: À condição | fix) = f(x5) | <r escreve-se 


| (ax + b) — (ax,+ b) |<o 


lal-|x- xl<e 
|x=-x|<— 
Jal 
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Basta, então, tomar je 
Demonstração: Dado ; > O, seja is ,8e 0 <| x—%o| «à, então 

E - 
|6)- te )l=|xed)-(ax +6)] = [al |x-%] sfelvô=a o = 


Assim, fé continua em indo x, e R. 


5.5)Seja f:R > Bfbj= x?. Prove que fé continua em R 
Solução 


Proposição: devemos provar que lim x? = xé 
K-+Kg 


Investigação: A condição |t(x)-t(x,)|< = escreve-se 
|? 3) <e 
|x-x9||x+xg|<e 
Separemos a nossa investigação nos 3 casos; 
1) x, 0 2ºy% 0 3.º) xp =D 

1.º caso x, >0 
restringindo x a uma vizinhança de x, com raio x, lemos |x— xg| < Xg, OU 
seja, 

=X tH=- Xp <Xo , 
donde PR 


D<x,<xt x < 3x, Õ 
E assim 


Ex +Xs|<3%s 


Da condição |x-x,|-3xo< e decorre que |x-xg|:|x+x,| < e. Basta, então, 
tomar 


Bo aa: E 
d=mirixo, 
[Pax 


E 
Demonstração do 1.º caso: Dado e > O, seja ô = min A Es 
0 


O<«|x-xo|<5. então 


1.90<|x-x,|< x; donde |x+ x, |< 3%, 


2.)0<]x= x, |a — | donde |x-X9| 3x SE 
3x, 
e assim 


|to-tox,]=[r x i=|x-x,] |xexç|<e 
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2,º caso x <0 


Restringindo x a uma vizinhança de x, com raio |x,|, temos |x-xg|<!xg| ou 


seja, 
ZA CH— NX =x 
o] D õ /X 
donde ; ; - 
3X €Xt xa <O 2Xg Xn O 
e assim 


[x+x9]<3|xs| 


Da condição |x- x,|-3]x9|<w decorrerá que |x-xo|-|x+xo[<r. Basta. então, 


tomar 


| A 
à=mind|x |, 
[0 3x] 
Demonstração do 2.º caso: Dados > O seja 


f 1 


S=minilxal=——.!. Se 0 <|x-x, | < 8, então 
| SI xo |] 


1.)0<|x-x,| <|xol. donde |x+x9| 3. |xo| 

2.º)0<|x-x| < TEA donde |x=x9|-3|xa| <E 
Assim 

Fo)- too = [E gj=|x-x) |xexl<e 
4.º caso sÃ =b 
A condição |f(x)-flx, )J<r escreve-se 
Es -Q2|<€, donde Ea <«celx|< JE 

Basta, então, tomar &= Je. 
Demonstração do 3.'caso: Dado E > O. sejad=vVz .Se0<|x-0|<a, então: 


[f(x)- f(x, )] =|xº -2|= é | = px <gBr-E 
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5.6) Sejat: R. > E, fix) = 


x . Prove que f é continua em R,, isto é, f é conimua 
para todo panto x, 2 À. 


Solução 


Proposição: Devemos provar que lim dx = do , para todo x > À. 
x “ag 


Investigação: À condição |O) (xs ] <: escreve-se 


|Ve- Ja] ce 


ou ainda 


pera) dx + Do | 


Como x 2 0, tem-se VX +%o 2 x . A condição |x-xo|< e - VXo implicará que 


|[X—Xo] <E: | Vx + Po | Devemos, então, tomar 8=€' Ja 
Demonstração: Dado e >0D seja D=E- Ea . Então seD< |x—xe| <B, tem-se 
|x-xo|<e-| x a | 


Assim 


[69-19 [S- SE |- re 


5. SejafoR > BR fog)=|x|. Prove que fé continua em R. 


Solução 


Pelo exercício 5.4, as funções g(x) = x e htx) = — x são continuas em KR. 
Para x > 0, tem-se = q, logo f é continua em Rº. 

Parax< 0, tem-se f=h, logo fé continua em &. 

Resta provar que fé continua em x, =0. 


Proposição: Devemos provar que lim | x-0 
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Investigação: À condição |r(x)-F(xa)|<s escreve-se [|x|-[0||<s. isto é. 


ix|<z. Basta, então, tomar à =. 


Demonstração: Dado: >0 seja d=e. Se0<|x-0|< à, vem 


Pro) - fix )=||x|-loll=ix[<ã=e 


5.8) Seja f:R SR. itd= -. 


Solução 


Prove que fé continua em X. 


1 1 
Proposição: devemos provar que lim — = — parta todo x, É 0. 
ma X 


Ko 


Investigação: À condição | t(x)- fixa )|<* escreve-se 


1 1 

-— — e | 7 E: 
X Ko 
|x-xo| 
jx]-]xo| 


|x-xol<e [xl [xo] 


Separemos a nossa investigação nos 2 casos: 


1.º) x, 26 


4.º caso Xo> 0 


2.º) xo <O 


ú 
Ena: e o B 
Restringindo x a uma vizinhança de x, com raio E - temos |x—x,| ad - OU 


seja: 
a e Wi=% qd 
2 2 
x 3x 
DeDexa A 
ê Ps 
donde, 
jx1> É 
2 


Da condição |x-xaj<=<- 


então, adotar 


x 
2 al decorrerá que |]x-xo|<e-|x|-|x9|. Basta, 


= dy 


me 


à=min E 
rata 
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Demonstração do 1.º caso: Dado: > O, seja 


2 
x E An EX 
&= min 4-2 i 


| 
gp ai] 


Se0<|x-x|<8,então: 
x 
190<|x-xo|<. donde [x|> a; 
pare 
2",0<)x-x,)|< E, donde |x-xa|<e-|x|-|xo]. 


1 X—X 
Assim, GORCO  ê pa, 
2.º caso X, <0 


; e o X 
Restringindo x a uma vizinhança de x, com raio ul | temos X=Xg| < (ol , OU 


seja: 
O ex to <-5 
X 
Rr a 3 Sa = 
3% Xp T T T 1 : 
“a E Xa Xe 0 
donde 


|xp> 12 
2 


x 
A condição [xx] <= - ja implicará que |x-xo/<e-|x)-|x9]. Basta, 
então, tomar 
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se0«< |x-x| <ô, então 


x 
1.30 <Ix-x]| < Lol, aonde |x1> 


[a 
ê 


E- 


2.º)0<|x-x| < 


ae 
E 


rox gá 


Assim, |t(x)-f(x,)| = ET 


Exercicios Propostos 


2 
x 
E) R 
3 donde Ix- xo) <=-Jx]-|x6| 


Em cada um dos exercicios seguintes (de n.º5.9 a 5.16). são dados uma função f: 
A —» R e um ponto x,e À (ou então um conjunto D & À). Pede-se provar que f é 


continua em x, (ou em D) ou, caso contrário, justificar que f é descontinva em x,. 


SI9MfirRSRfO)=IXx+2 x =2 
SAD: >R loy=1—-2x x, =D 
SAVERS>R foj=- x, =—1 


SABDERSE ftxy)=3x D=R 


ADE R-ÇoR = É À D=R-() 
x-2 
x —1 
SATER) SR fps (D=R-11) 


SABRE tg. x=2 
x 


SAGRADOS —.D= + 


5.17) Seja f: E > E, definida por 


fb)= 5xº —2x- 15 


a) Calcule f(x) — f(2) e fatore essa diferença. 
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b) Demonstre que, se |x-2|< E | tem-se 


ico elfto-f(Z)|s25|x-2] 


c] Deduza que f é continua no ponto x, = 2. 


108 


>> 


Capitulo 


Cálculo de limites 


6.1 — SUBSTITUIÇÃO DA FUNÇÃO DADA POR UMA FUNÇÃO CONTINUA 
(TEOREMA DE TROCA) 


Como vimos, se uma função g é contínua em x,. tem-se 
lim 969 = 9(x0) 


Assim, o cálculo do limite de uma função que é continua no ponto considerado 
reduz-se a calcular o seu valor numérico. Por exemplo, sabendo que a função 


f:R5R, f(x) = 5x— 1 é continua em x, = 3, escrevemos 
mf) =f(3)=5-3-1=14 


O cálculo do valor de um limite torna-se menos imediato se a função dada não é 
continua no ponto considerado. O teorema que veremos a seguir cria um recurso 
potente para resolver um grande número de casos. A prova é imediata e fica para o 
leitor. 


TEOREMA DA TROCA 


Seja V*(xn, 8) uma vizinhança reduzida de xç. Admitamos que fe g sejam 
funções tais que todo x e V'(x,, 5) se tenha f(x) = g(x). Sendo assim, 


se lim g(6)=L 
XX, 


Então também lim f6b9=L. 
X 4X 


Em outras palavras, se as funções fe g 
coincidem numa vizinhança reduzida 
de x,. ao calcularmos o limite de f(x) 
para x > x,, podemos trocar f por g, 


sem que isto altere o valor do limite. 
Note que em nada nos interessam os 


valores numéricos f(x,) e g(x,), que 
podem até nem ser definidos. 
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Evidentemente, o caso de maior interesse é aquele em que a função g é continua 
em xo. Neste caso, teremos 


dim ft) = lim 96) = 9(x) 
1.º exemplo 


; E a: 
Seja calcular lim E Note que, para x É 3, temos 
x X- 


x-9 (x+3)x-3) 
x-3 x-3 
Assim, estamos diante de duas funções: 


f:R-()SR, ZÉ 
2-8 
(ido x-3 (É 


g R5R 


=Xx+3 


96) =x+3 função f função g 
que coincidem em qualquer vizinhança reduzida de Xy = 3, sendo que, além disso, 
g é continua em x, = 3. 


Então 
x-a 
lim f(x) = lim =limg(x)=lim(x+3)=0(3)=6 
=) “3 X -=3 “3 “3 
2.º exemplo 
2 
Calculemos im 201 . Para x £— 1, temos 


2x2 +x-1 (2x-1x+1) 
—>>>—— e = Gx- 1 
x+1 x+1 
2 
Então, lim A pm(ax-)=2(01)-1=-3 
1-1 x+1 Eos=1 


Pelos exemplos, vê-se que é de grande importância prática conhecermos que 
funções são contínuas em seus dominios. Nos próximos itens estudaremos este 
problema, bem como outras propriedades dos limites, que possibilitarão o cálculo 
com relativa facilidade, Através dos exercicios vistos no capitulo 5, já sabemos que 
as seguintes funções são contínuas em todos os pontos de seus domínios. 


af: RR, f(x) = k (função constante) 
b)f:R > R, f(x) = x (função identidade) 
o)f:k>Rf(xg)=ax+b(aebreais, a * 0) 
DERSR, f(x) = x 

JftRSR fig)=|x] 


nt:R skt À 
X 
10 


Alem disso, a função f: E. > &, Hx) = x é contínua em todo ponto x) > O. No 
ponto x, = 0, esta função é contínua à direita, como veremos depois. 


5.2 - PROPRIEDADES DOS LIMITES 
Consideremos as funções fe g, tais que: 


lim f)=L, e lmgig=L, 


dem Ea 


Valem as propredades seguintes: 
PL4- Jim fo) + go) = Ly + Lo 
Pi2- lim k-fj=ki, (ke) 
PL3 - dim fo) —-9td)=L, —L, 
PL4- Jim fi) gh) = L, -L, 
PLS - dim og)" = LL (nen) 

9. 


PL6 - lim -Lisel,*0) 
r+% g(x) Ls E 


À propriedade PL1 pode ser estendida para o caso de soma de um número finito 
de funções, ou seja. se f,, f, ...., f, São funções tais que 


im fog=L, lim f,09= Im... dim fo 6)=L, 


| 
dous 
então 


PLY'- Jim [EG)+ti)+.+ E G=L+L +... +L, 


isto é, im Ffby= > lim f(x)= E 
K-r 554 my Pa 


le1 


À propriedade PL4 pode também ser estendida para o caso do produto de um 
numero finito de funções. 


PL4- tim fO)-L 00) LO)=L Lob, 
K-+ xs 


Isto é, dim T[fto=TI lim f(x) = TIL, 
L—+ A, =] — s 
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As duas extensões PL1'e PL4' podem ser demonstradas facilmente, por indução. 
Demonstraremos, como exemplo, a PL1, a PLZ e a PL4. À PLS & uma situação 
particular da PL4', ho caso em que as n funções são todas iguais à função f: 


lim fog" = dim to) 0) = Le bb = 05 
—+Ro L-+Ky 
As demais demonstrações serão vistas na forma dos exercícios. 


Demonstração da PL! 


Proposição: Devemos provar que, dado ; > 0, existe à > O tal que se 
O<|x-x,| <5, então 


[to +9(x) ]-(L, +L$)| «e 
sabendo que 
lim foj=L, e lim gby=L, 


Dernonstração! Seja daco « > O Podemos escrever, usando a desigualtade 
triangular 


ro) +96) -(L, +L5))=|[t(x)-L5 ]+[g(x)=Lo | <tt tg) = Ls] 9(x)-L| 
Em correspongência ao numero se O, existe ô, > O tal que 


Se 0<|x-x9|<ô,, ertão )-Lil<5 


e existe também 5, > O tal que 
Se 0<|x-x,|<d,, então lot)-Li]<> 


Assim, façamos 9 = min (ô,, d,) e teremos que 


Se O<|x-x,|<5, então 


LO) +99 ]-(L, +Lo)| <]f6)-Liójgto) Lele ses =. 
Demonstração de PL2 


Proposição: Devemos provar que, dado: > O, existe à > O tal que se 
O<|x-x,|<ô, então 


Ikf(x)-kLy|<E 
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Sabendo que im f(x] =L, 


Demonstração: Seja dado £ > D. A condição |kf(x)-kL,|<« escreve-se 
|k| Jeç)-Lj<e 
Se k=0, para qualquer à > O leremos que 
O <|x-x9|<à implica |kt(x)-kL,j< e 


pois teremos simplesmente D < E. 
mai, 
|| 


E É 
Em correspondência a [k | > O, existe 6 > O tal qua se O < [x-— xo | < 5, então 


Se k 7 O a condição fica |f(x)-L,|< 


[F(x)-L| is] e assim, |ki(x)-&L [<= 
Demonstração da PL4 
Podemos escrever 
tO)- glx)= f(x) glx)-LigbJ)+L g(x)-=Lil; +LiL; = 
= g(x)' [fo)-LiJel, ; [9(x)-L, + Lil; 


1.º) Como lim f(x) = L,, temos lim [f(x)-L,] = O. tVeja a exercicio 4.31). 


2.º) Como lim g(x) = L,, resulta que 
lim g(x)- É (x) -L,] = 0 (pelo exercício 4.32). 


e também lim [9(x)-L;] = O (pelo exercicio 4.31). 


3.º) Pela PL2, lim L,[g(x)-L)]=L, 050. 


Hr Es 


4.º) Temos ainda lim LL, =L,L, (função constante). 
x 


Assim, aplicando também a PL1, vem: 


dim f(x) - 9(x) = lim (x) LEGO) -1,])+ dim L[90:)-L;)+ 
+ lim Ll,=0+0+LL,=LL, 
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Exercicios Resolvidos 


6.1) Calcula: 

aim (7x-5) +) lim x? o) lim [x] dy lim + ejlim vz 
“3 x-+-2 -s-4 mad x “9 

Solução 


Todas as funções aqui colocadas são continuas nos pontos considerados. 
hastando então calcular os respectivos valores numéricos. Oblemos: 


a) 16 b)4 4 d) : e)3 
8.2) a) Calcule lim x), 

b) Prove que a função f: E > ER, &t)= x* é continua em R. 
Solução 


a) Coma lim x = Xp, aplicando a PLS, temos 
K-+ 


lime =2"=8 


ira AS o qÊ 
b) Devemos provar que EE X =%a. 


Mas lim x = Xp. Aplicando a PLS, temos 


lim x! = x), para todo x, E R 


X-+Kg 
6.3) Prove que a função t: R> R.fbj= x" (ne N)é continua em R. 
Solução 
Trata-se de mais uma aplicação da PL5: como dim X=X, segue que, para 
nen. 


= n n 1 
lim x =X, Qualquer que seja x, e R 


6.4) Prove a PL3, isto é, prove que se 


lim f(x)=L, e lim g(x)=L, 


então, lim [1(x)-g(x)]=L,-Lo, 


tá 


Solução 
Seja htx) = — g(x) = (—1)gtx). Pela PLZ, tem-se (fazendo k = —1) 


lim ho) = lim 1gbg= (-1)-Ly =—L, 


Resta aplicar a PL1 


dm Ho) = 909) = Jim (o) +hbg=L, + Ls Lt; 


6.5) FUNÇÃO POLINÔMIO. 
a) Calcule lim (5x* —dx+ 7) 
b) Mostre que a função 1. E > KR, 
fb) = ax +bx+e 
coma, becreaisea* 0 é continua em E. 
c) Mostre que toda função polinômio É: E 5 E 


n n-1 n-2 
fíx)=açã +rax +ax0T +... +aX+ a, 


de coeficientes reais e a, é O, é continua em R, 
Solução 


a) lim (5x? —4x+7)= lim 5x? -Slimx+lim7=5. 3º 4.547 =4D 


b) lim (axº+bx+c)= lim ax* + lim bx+ lim c=ax +bx,+C 


N—+Ky M— Xp =X X—A ML, 


c) Trata-se de uma aplicação da PL1' e do exercicio 6.3. Tamos 
nm 
fix) es Ea axo 
1=0 


Assim, 


na A mn 
lim f(x)= lim Sax => lim ax"'=5 a lim x"!= Saxo! =f(xo) 


Emb y K—rks lab Gu) L—+% 1=0 X—+E, i=0) 


é +14 


up 


5.6) Calcule lim, 
4o— 


Solução 


Para x é- 1, lemos 


4 (xa ty x+) 


x" =4:9 
x+1 x+1 


Então, im DHT tim Dex )= (0 (-)+1=3. 


1=-1 +41 Pq | 


Foi usado aqui q fato de que toda função polinômio é continua em R. Foi usado 
também o Teorema da Troca. 


o e | 


5.7) Calcule lim 
E =o1 x—1 


Solução 
Tamos, parax$1 


E GÊ +Mx=-D 42 


+1 
x-1 x—1 


3 4 
o gt +rx—1 
Então, fino E TES, 


— fimad uy? ” 
él E = lim(x +D=2 


6.8) Seja a função f:R > E dada por 


xt 
fix) | x—4 
| a .parax=4 


para x zó 


Determine a, para que f continua em x, = 4. 


Solução 


Para que f seja em x, = 4, devemos ter lim f(x) =fid)za. 
x 


Assim 


=" 
in x 18. lia (x + 4Jix — 4) 


= lim(x+4)=8 
Ed GA qe MA x-n4 
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5.9) Seja a função f: R — R dada por 


xt 1 
x — 
dia a , parax=— 


b |, para x=1 


para x*-1 ex=z1 


Deiterminea e b. para que fseja continuaem x,=-1 e x,=1. 
Solução 
Temos. parax *—Jexz 


SN É Sil) É) A 
q$=1 | 


2 


xº + 


Devemos ler 


ERA | = PRÉ PF Ro 
a= tim, fo) = lim (x +1)= 2 


b= limits lim +1) =2 
x =+1 =. 


6.10) Prove que se lim g(x)=L+*O0, então 
Kg 


lim = = A 
x, g(x) L 
Solução 
Investigação: À condição Fem - : | “E ESCIEVE-SE e TE 


ou ainda 
Ioty—-L]<=:-|960)|-|LI] 
No exercicio 4.34, ficou provado que existe à, > 0 talque,se 0 <|x-—xp|<ô,, então 
It 
wjl> to 
Is = 


A condição [| g(x)-=L | < eta -|L | implicará que 


Igbd-Li<e-[g00]-|L] 
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Demonstração 


Seja dado £ > O. Em correspondência ao numero c' = e: le > 0, existe 6,>D 
tal que 


[LI 


se O<|x-xa)< 52 então | gb) —L | sa —|L 


Por outro lado, existe 5,>0 tal que 


se O<|x-xy|<ô,. então | g(x) | > Lo 


Tomemos, então, 8 = min (ô,. 9, | e teremos que 


se O<|x-xo|<& então) g(x)-L|<r atol] 


Assim 


da | Igto)-LI 
s0) L| igoorILi 


6.11) Prove que a PLS, isto é, prove que 


Se lim fix)=L, e lim =L, 20 
LE, Er, 


então lim Lis = 
vt, O(X) L> 


Solução 


Basta aplicar o exercicio anterior e a PL4, observando que Lito = f00).—— 
90x) E ET 

E sina soles 

NX gfx) X=+x, XX, g(x) L> L, 


6.12) FUNÇÃO RACIONAL 


3x? + dx 1 


w +41 


é 
b) Calcule im=—. 
neatyt —1 


c) Moslre que a função f.R - (2 > R 


a) Calcule lim 
£-+2 


xi +x41 


x-2 


fo) = 
é continua em todo ponto x, 2, 


1B 


P(x) 
QUx) 
onde P e Q são polinômios. O dominio À é o conjunto de todos os números reais tais 
que O(x) + O. 


Problema: Mostre que toda função racional é continua em seu domínio. 


d) Definição: Chama-se função racional toda função f: À — EX dada por ftx) » 


Solução 


3x w4x=1 mB rax-D 3,22,4.2.4 49 


a) lim————— =Dt o — =— 
DE 
pu x 41 m(x* + 1) 2º 41 5 
E e E] E 
b) lim E sn Ex = Dix +4+1) 4 x Ri a 
xotyt =) o x Ex = (x + 1) Z1 0  x+4+7 
liméx + 1) 1+1 ê 
c) Sendo x, < 2, temos 
jus lim +x+1) a 
indigo tas tudo 
RH X—a X-2 lim (x — 2) Xg-2 
XX 
d) Se x é um número para o qual Q (x, ) = O temos 
lim Pix) 
ira (609) = lim ELO = mea a EO srt) 
tag =x, QUx) um Q(x) Oíx) 
3 
6.13) Calcule lim **1 
K==1 % A 
Solução 
+ 2 ê 2 
EL ai CEO A i UP NA 
ax = 1 wo (x+Dtx—1) 1 x—1 (0-1 2 
| 
6.14) Calcule lim *55". 
n=s1 x" — 1 
Solução 
Temos, para x É 1 
xt = pé+) (x Ux DOÊ+ a npé +) 
Wo dx-Dbex+Do (xt rx+1) x 4x1 


(+ 1ÇÊ+1) 4 


Êo (x + 
Então. lim afim OE 
eng so x24x+1 E 4144 3 


6.15) Seja a função f: E - 4-1) > K dada por 


Esc para x =1 
10) = [u2 = 


a, para Xx=1 
Determine a, para que f seja continua em x,=1. 
Solução 


Temos.parax= lex *— 


x*-1 du Daxe) xl +x+1 


x —4 (x — 1)tx + 1) x+1 
Devemos ter 
acido in a 
= a x+1 Eq 
5.16) Sendo a > D, calcule lim Vea, 
1-3 X-a 
Solução 
Temos. paraxéa 
Vea (vz Vadxs va) x-a EA. 
pes (xal(dx + a) (x—adidx + da) Ju + da 
Assim lim XEVA dm 


1 1 
—— = a>0 
a xa bao 2 SM 


: 1=%? 
8.17) Cateule lim Ê 
s=11-|x]) 


Solução 


Como só interessam valores de x próximos de —1, podemos supor x< O, logo 


Jxl=-=x. 
Assim, para x * — 1 lemos 


1=mº 0 4-xw? E js (o 
ds, CFetodl ” Made 
Asi le im (=) =1=(-0=2 
at =|X| xo 
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5.18) Prove que f: X > E, fx)= Yx é continua em R. 

Solução 

Proposição: Devemos provar que dim Jg = Yxo , OU Seja, que dado « > D, existe à > 
Otalgquese0<|x-x,| «5, então | x — xy |<e 


Investigação: A condição Yx — 3x, <E escreve-se 


|x—xo| ii 


[e + 3fexo + 3/42 | 
| Y + ho + Kg 
ou anda 


|x-xgj<e- 32 + Txxo + 3x2 


Aqui, fo aplicada a identidade 
W-yo=(y-yoMy" + yyo + 5) 
onde, fazendo y = Yx e yy = Yxp » obtemos 
X-=Xp = (Ya xo Px? + 3% + 2) 


Vamas separar nossa investigação nos 2Z casos: 
1.) x,=0 2º) xq=0 


1º caso x, =0 


Restringindo x e uma vizinhança de x, com raio | x, |. temos |x-xp |<|x0| donde 


se obtém 
/ X ' ido 4 
0 An 2x, 2% Xo 0 
D<x<2x (se x, >0) 
ou 


2x; <x<D (se xy <0) 
Mas, em ambas as situações temos 


x*>0 e xx9>0 
donde 


di 
Ve? + 3x, + > Yxê 
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Da condição |Xx—xg| <E- Yxz decorrerá que 


We + Yxxo + Yxê | 


|x-xg|<E: 


Basta, então, tomar & = min | %o). E- pe] ) 
Demonstração do 1,º caso: Dado e > O, tomemos 
ã= min | Xa), €- Va) 
Se 0O<|x-x,| <BR então: 
1º30<|x-x5| < [xo |. donde PE +30 + 3x8 > Jô. 
2"30<|x-xj<e- Pê , donde 


PU BAR E Re a 


êssim 


3 ê | x = *g | 
[Ya Yo |= E ER na EA 
RE + Ixxo + xá | 


2“ºcaso x,=D 
Neste caso, a condição 

[x xs | <f estreve-se x|<e.ou EE A 
Basta, portanlo, tomar =". 
Demonstração do 2.º caso: Dado e > O, seja b= rn”. 

Se0<|x-x| <5,então [x|<<?, donde 
RR-YO|=[YR|< YE -e 
6.19) Prove que f: À — R, f(x) = x , ande n é um número natural positivo, é continua 
emtodo ponto x, > DitemosA=RsenéimpareÃ=R. sen é par). 
Solução 
Proposição: Devemos provar que lim Yx = xo paaneNe x, > O, ou seja, que 
L-sK, 

dador >0 existeê>0talquese Os |x-x9| <5, então 


|$R 4 | <e 
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Investigação: Lembremos a identidade 


n-3 2 


We ygaly-yoity e ye yr vise ye ya yo?) 


isto É, 
W-yg=(y-yo) yr oyi 
a=Q 


Fazendo y= Yx e y, = 3/x, - oblemos 


x = xo = 1Y% = 480) E (4%) 


Restringindo x a uma vizinhança de x, comraio xp, temos x > O, e então 


SE (9%). (g8%o) > (3fm 


Da condição | x — x, | <e(mo) decorrerá que 
|x-x|<e- Ser (xo) 
Devemos. então, tomar 5 = min fx e -(W% ") 
Demonstração: Dado e > 0, seja 
8= min (x e - (fx ig 
Se0<|[x-x,| <5 então 
1º)0<|x-x,| < xp, donde 
E (8) (9a) > (a 
2)0<|x-x|<c-(9%)  , donde 


[Ya -s/% | = = |x-xo| EAR) A 
E (rt (ao) (xo) 


Nota: De modo análogo podemos provar que a função 1: R > R, fx) = Yx, comn 
impar, é continua em todo ponto xa < O. Fica, assim, estabelecido que: 


1.º) toda função f: E -» B, fp) = Ye, comn impar, é continua em E; 


2.“) toda função f: E. -» R, f(x) = x, com n par, é continua em fR'. isto é, para 


todo x, > O. Neste último caso, a continuidade no ponto x, = 


estudada posteriormente. 
Exercícios Propostos 
6.20) Caleule: 

a) lim (3x7) 

b) lim (5x —2x+1) 


c) lim(3x = dx) 


5.21) Calcule: 


xo! 2xº >x—1 


2x) +3x+41 


5 lim 


RR RR 


2 
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2x +1 


MÊS yes 
Ra 
x*-34+2 
x-8 

E de 
im ——— 


o x 1 


di 
Vs 


lim 220 + 
0 —Bx+7 


2x) + xº +4x+42 


O é iateral e será 


5.23) Calcule lim — 
x -s4 ba 


*-5x+4 
5.24) Calcule: 
Es 3 
pa Pa by lim Bi Esta 
«1 x-1 xa ma «=>-1[x|-—? 


6.25) Seja f. E — R dada por 


[tn E 


food = (5e X=1 


E: E | se Kk=1 


Determine k, para que f seja continua no ponto x, = 1. 


6.26) Calcule a e b, sendo lim RE = E . 
2 x -(2+bjx+2Zb 5 


6.273 Determine um polinômio f(x), de grau 3, sabendo que 


lim eu -21e lim (O 
sy +17 Ke =? 


=Ê. 


8,3 - PROPRIEDADES DAS FUNÇÕES CONTÍNUAS 


Sejam f e q funções e k um número real. 
Se fe q são continuas em um ponto xo, são tambem continuas em x, as funções 


kEf+tgaf-gef-g 


PR; 
e, ainda, desde que seja g(x,) É O, é também continva em x, a função —. 


(4) 


Provemos, como exemplo, o caso da função f -g. Os demais casos são provados 
de modo análogo e ficam para o leitor. 


Demonstração do caso f -g 


Proposição: Devemos provar que 


Jim (tt) = (fa)txa) 
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Demonstração: Se fe g são continuas em x,, temos: 


tim f(x) = f(x) e Jim a(x) = 9(%,). 
Assim, aplicando PL4, tem —- se 


lim (fa) (3) = Jim f(x) -g(x)= lim f (3) jim g(x) = f(x5) - 9(x6) = (fo) (x5) 


6.4 - FUNÇÃO COMPOSTA 


A propriedade seguinte refere-se ao limite da função composta. 


PL7 — Sejam fe g funções tais que 


lim g(x)=2p, e lim f(z)=f(z))=L 


| 
X=X, X-sZ, 


(isto é, fé continua em zp). Sendo assim, 


tim (fog)bo)= lim f[g(x)] = fl lim g(x)) = f(zo)=L 
X—X, XX, XX 
1.º exemplo 


Sabemos que f. &k > E fx)=,f(x)= /x é continua em R' e que, sendo 
x-9 
x-3 


g:R - (3)5R. g(x)= 


tem-se lim g(x) = 6. 
“3 


Considere a função composta, dada por 


2 
(E o 909) = flg(o] = E E 
x-3 


Se desejamos calcular 


x -9 
Xx-3 


impteno = pm 
podemos aplicar a PL 7, escrevendo 
lim (f e (x) = fim la(x)] = Elim gtx)] = f(6) = V6 


Note que f é continua no ponto 6, como exige a hipótese da PL7. 
Na prática, escrevemos simplesmente: 


o bê-9 | xa e 
im (ES = (lim a — flim(x+ 3) = v6 
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2.º exemplo 


fr=-1) 
Seja calcular im E - Como, para x * 1, 
x X — 
1 
dx 1 tz MdXAD x 4 
x 1º (x-Didx+T) (x Nidx+ tn) vx-<1 
- a 1 1 
temos lim = li =-, 
Z1 x—1 s>1 fx +1 2 
E fa j 3 
Assim, im] a) mão (5) a 
x %—1 [x=1 x-—1 2 8 


Ao resolver o problema desta maneira, estamos considerando, embora sem 
escrever, as funções g e É dadas por 


gx) = =. é tg) = 


e calculando im(f = gx). 

x-s+ 
Note que Fê continua no ponto 5 | como exige a hipôtese da PL?. 
3.º exempla 


É exatamente a PL? que nos permite escrever 


lim V5+x = Vlimt5 + x) = J9=3 


e lim /5—x = NimtB-x)=V1=1. 
x» VH-d 


Assim, ao calcular lim dodos ct . podemos proceder do seguinte modo: 
We fas -—YX 


ESCrEvemos 
3-V5zx (3-V5+x)[(3+n5+x)(1+45-x) 
1-45-x (1-45-x)(1+ 45-x)[3+ 45+x) á 


“[o- (5+x)](t+ V5-x) (4-0)[1+05-x) — Es 
E (5 -x)](3 + v5+x) (x-4)(3+/5+x)  3+v5+% 
e» então, 
14 J5-x 


3+/5+x, 


215,4 6 3 
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Dermonstraremos, agora a PL7. 


Proposição: Devemos provar que, dado «: > Q, existe à > O tal que se 
O<|x-x,|<S, então ao -B)(x)-L| <<, sabendo que: 
lim g(x)=2, é lim fiz)=fizgo)=L 

XT 


E-»Ks 


Demonstração 
1.º) Sendo Jim ftz)=f(zo), então dado « > 0, existe 8,>0 tal que se 
[z-z5|< à. tem-se 
|t(z)-tlzo)|<: 
2º) Além disso, sendo Jim g(x)=2Z9. em comespondência ao número 
dd | 
t'=8,>0.existeô>0Otalquese 0<|x-x,|<ô, tem-se |a(x)- 2; |<ô 


3.º) Assim, dado: > 0, existem 3, >0eB>0Otaisquese 0<|x-x,|<5.lem- 
se 


[9(x)-zo |< 8, donde | f[9609]-t(25)| <e, ouseja, [(f-g)(x)-Lj<e. 
A propriedade seguinte refere-se à continuidade da função composta. Se, da 


hipotese da PL?7, acrescentarmos a condição de que a função q também seja 
continua em xy. teremos 


Jim q(x) = qtxg)= 2 


e então, 
lim (f 9)09 = 1| tim atm) = [sto )J= (1 a)(xo) 


E, 


Que significa que a função composta f « g também é continua em Xp. 
Se q é uma função continua em Xp + COM 

lim g(x)=g(x,)= 25 

EX 
e fé uma função continua em zo, com 


lim f(2)=f(z0)=f[9(x0)] 


2-2, 


então fo g é também continua em x, e se tem 
Jim (Feg)tx)=f[90%5)] 
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Exercícios Resolvidos 
8.28) Seja q uma função lal que: 


lim gixi=L 


e consideremos a função h: À — x, dada por 


ht) = 900) nen 


(Vamos supor que, no caso de ser n par, o dominio À se restringe aos valores de x 
para os quais se tem g(x) 2 0 e ainda L > 0). Mostre que 


lim hix)= lim sfgtx) = YL 
Solução 


Trata-se de uma aplicação da PL7, no caso em que f é dada por fi) = Yx. 
vimos, no exercicio 8.19, que a função f, com n impar, e continua em K & com n 


par, é continua em 2? .. Como h=feg, temos 


lim hfx) = lim vg(x) = im gb)=YL 


Fi 
8.291 Calcule lim SU +5-3 
“2 Xx-2 
Solução 
Temos 
E «e x +5-3)(/x)+5+3]  (xu5)-g 
x-2 (x-2)(V2 05 +5+3] (x- -2)/vx? 10543) 
(x-2)(x+2) o x+2 
(x-2)(Vx2 +45 43] Vx2+5+3 
Assim, 
ia NS lim pe 2+2 4.2 
e ursie 12 24543 V245e3 E 3 
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8.30) Caleute lim MT): 
h50 nl 


x+h Jx 
Solução 
Temos 
(A A sx Kah O tdx o dragao e deh 
hlxeh vx) hvxeh- dx pdx ho dx (Vx + dx+h) 
x=(x+h) -1 
2 — ——— DD ——— p= TE — 
hyxeh o dx (dx + dx+h) dxsh o dx (dx +x+h) 
Assim 
tmif eim = 
Mohlyxah dx) Modxeh. Beta death) 
, 4 E 
Jx+0 xtvx+ dx+0) 2xv'% 
6.31) Sendo im 2Xei-b » 2, calculea eb. 
Solução 
Temos 
avEsi-s “(ada et =b)(avx+1+b) a? (x+1)-b? 
=] (x-1)(a Ve 1+b) (x-1)[aVx+1+D) 


Vê-se, então, que o polinômio a? (x + 1)-b? deve ser divisível por x— 1, donde se 


obtem que 
Bº(141)-b?=0, ou b? = 2a? (1) 
Assim, 
adx+i-b  a?(x+1)-2a a” 
x=1 (x- Nadx+1+b) “adx+1+b 
a? 
Como lim —=>— = 2 | tem-se 


“++ ayx+1+b 
ei 
a/1+1 +b 
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2 si 
ou seja, as ps 


av2 +b 
Note quebz-—a J2 “logo, de (1), tiramos b = ad? e então 
2 
a s 
a | 
av2 +av2 


Dondea=4eb=4,42. 


Exercicios Propostas 


6.32) Calcule 
DA 8 
lim —>—— lim=——————— (x>0 
a) 5 x? 25 g) EEE n í | 
i Fa x Yx+h-Yx 
b) lim + 
Sad = UR 
-— = a. 
c) lim x i) dim ux -2x+d4-vyxí +2x-d 
a LS oi x -3x=2 
ACER ARES: RP PR SErTST 
dy) lim ————————— Dlim ——— 
é é] w Eosi 0 21 
2 
e) hi Vie x 1 Ki lim spaai—= 
0 He x-1 nie O RE ERR 
Yx x—242 
acid 15 Yx+ 193 


*(t= 1) = 1x = 1) 
x=t 


— Jasx-J5 
6.34) Sendo img JE vô =b, determine a e b. 
X—h 


8.33) Calcule lim 


BS a 


Ei = 4 caleulea e b. 
11 3x +1— 3x+3 


6.36) Se f(x) =w +aw' +bx+c, calcule 


tm SUS 
h 


h-.D 


6.37) Se lim N2x+a-x+b 


; =c,cCalculaa, bec, 
aaa (x—1) 
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6.18) Dadas as retas de equações 


[3x +5y=1 
[(2+0x+5ciy 1 


determine a “posição limite” do ponto de intersecção dessas retas, quando c + 1. 


8.39) Para cada função dada abaixo, calcule 


RE fixo +h)- Fixo) | 


h- 0 p| 
a) fx) = x? dito= dx,(x, 20) etty= (ão * 0) 
b) fix) = é a) fog = - (xo = 0) 8 fo) =x] (xo + 0) 


5.40) Sejafixg=x+ax +bx+e. 


a) Calcule A = lim + HM 
hd hH 
b) Calcule lim [Hiro a, 
h=0|h IR h 


onde À é o valor calculado no item anterior. 
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Capitulo 
Limites e continuidade laterais 


7.1 — EXEMPLOS INICIAIS 


Neste capitulo, estenderemos a definição básica de limite aos casos especiais de 
limites laterais (à esquerda e à direita). Estas ideias já tinham sido abordadas nos 
exemplos iniciais do capitulo 4, que retomamos agora. 


1.º exemplo 


Seja a função g' R > R, dado por 
| x sex<1 
900) = 3 ,sex=1 
[esigise w>1 


cujo gráfico se representa ao lado. Já 
havíamos observado que. 


a)jg(1t)=3 
b) não existe lim (x) 


c) lim g(x)=1e lim q) =5 


2.º exemplo 
Dada a função h:R — (G)5R, 
x—-9 
—3 
cujo gráfico se representa ao lado, temos: 


h(x) = 


a) não se define h(3) 
b) lim h(x) = 6 


Fá: 


Veja que, neste caso, ambos os limites laterais existem e têm o mesmo valor, que 
é o próprio valor do limite para x — 3. 


Desejamos tornar mais precisas estas ideias, utilizando definições formais, como 
fizemos anteriormente com a noção de limite, 


c) lim h(x)=6 e lim h(x) = 6 
x—3- x—3+ 
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7.2 - LIMITES LATERAIS 


Quando escrevemos x > x, -— (x tende a xy pela esquerda), pretendemos que a 
variável x somente assuma valores menores do que X,, à medida em que eles 


se aproximam de x,. Na definição de limite, quando escrevemos 
O<|x-x|<s 


ou Seja, x) -B<x<xy+D, com x=x, 


i A x 
este intervalo inclui valores de x si- / Í E 
— ” 
tuados de ambos os lados de x,. Para E RR e Do Tua 
Xg— 5 Xo Xp t 0 


garankr que x permaneça à esquerda de 
Xp. devemos, em vez disso, considerar 
o intervalo 


Xg-DB<X<Xxo 
Assim também, o intervalo 


X,p<X<x+Hô 


é o que se deve considerar, para garantir que x permaneça à direita de xy. 
Vamos, agora, estabelecer formalmente as definições de limites lalerais. 

Seja f À —> E uma função e seja x, Um número real, O número x, pode 
pertencer ou não ão domínio de f, mas suporemos que existe um intervalo aberto 
Ja, xp [. à esquerda de x,, que está inteiramente contido em A, para podermos 


definir o limite quando x — x, — Para o caso do limite quando x — x, +, suporemos 


que existe um intervalo aberto | xo. b[. à direita de x, também inteiramente contido 
em A. 


1.º) Dizemos que a função f tende ao limite L quando x tende a x, pela es. 
querda se, dado £ > 0, existe É > O tal que 
se x,- 8<x<x,, então | fl)-L[<E 


indicamos lim fij)=L. 


KM — 
2.) Dizemos que a função f tende ao limite L quando x tende a x, pela 
direita se. dado E > O, existe S > O tal que 
se Kp<xx<x,+Hõô então | f(x)-L|<e 
Indicamos lim fog)=L. 


A+Xp— 
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7.3 — CONTINUIDADE LATERAL 


Utilizando os limites laterais, podemos estender a noção de continuidade de uma 
função, falando em função continua à esquerda e função continua à direita. 


Dizemos que f é continua à esquerda em x,, se 


lim f(x) = f(x9) 


XX, - 
e que f é continua à direita em xp. se 
lim f(x) =f(xo) 


H-X5* 


Seja, por exemplo, a função f: R > R, 
dada por PO a 


| 
x*, se x<1 
TOO) = | 
|2x, se x>1 
cujo gráfico se representa ao lado. No 4 
Temos: 


af) =1 c) dim f(x) = 2 


[6] scocsncannananvanannnnnananea 


b) dim ftx)=1 d)não existe lirm f(x), 
Como lim f(x) =1 = (1), dizemos que f é continua à esquerda no ponto x, =1. 
Xx—s1- 


7.4 — FUNÇÃO CONTINUA EM UM INTERVALO FECHADO 


A noção de continuidade lateral aparece principalmente com relação a 
extremidades de intervalos. As figuras abaixo representam os gráficos de funções 
definidas no intervalo fechado A = (0; 2). 


[O |iscosaçenporco vue 


(b) 
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Para a função f, temos 
: E fb)=1=f(0)e : E fix) = 2 = f(2) 


Assim, [ é continua é direita em x, = O e continva à esquerda em xp =2. 
Para a função q, temos 


a g(x)=1=9(0) B tim g(x)=3=9(2)=2 


Assim, 9 é continua à direita em x, = O, mas descontinys em x, =2. 
Para a função h, temos 


lim h(x)=1=h(0) [E Jim h(x) =+040/2)-2 


Z-s0 + 


Assim, h & continua à direita em Xo =0, mas descontinua em x, =2. 


Seja f. A —» R uma unção e seja [a |b] um intervalo fechado contido em À. 


Dizemos que f é continua no intervalo fechado la, b] se as três condições abadia 
se verificam: 


1.9) fe continva no intervalo aberto Ja, bl 
2.)f é continua à direita em x,=a 
3.º) f é continua à esquerda em E =b 


No exempla anterior, a função f, representada pelo gráfico (a), é conlinua no 


intervalo fechado [6, 2). 


Observação: As propriedaces de PL1 até PL7, vistas no capitulo 6, são também 
válidas para os limiles lalerais. Assim também, podemos anunciar, para funções 
continuas à direita ou à esquerda, propriedades análogas às que vimos naquele 
capitulo, para funções continuas. As demonstrações correspandentes, que seriam 
fastidiosas repetições das que já fizemos, serão omitidas aqui. 


Exercicios Resolvidos 


f 1) Prove que a função f: &, — R, dada por ft) = Jx, é continua à direita no 
ponto x,=0. 


Solução 


Proposição: Devemos provar que lim Jx=0, isto é, que dadoe > 0, existe 8>0 
x—D- 
tal que 


seU<x<s, então 


x -0| “E 
Demonstração: A condição | Jx—0]| <vescreve-se 0 <x< «!, Basta, portanto, 


tomar à = zº e teremos que 


se0<x<5, então | Vx-0| = dx < dic 
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7.2) prove o seguinte teorema: 


lim f(x) = L se, e somente se, existem ambos os limites laterais e alêm disso, 
K-rX, 


lim fix)= oh ; fix)=L 


Xu) — 
Solução 
Devemos provar duas afirmações. 


1.º) se lim fix)=L então lim fixj= lim fixj=Ll, 
X-s25 LEA nos 
2.) Se lim fo = lim f(x=L então bm fog=L, 


Demonstração da 1.º: Sabemos que, dado ; > O existe & > D'tal que 
SE X-ê<KXS A tdo xx, 

então |fx)-L|<e. 

Esta afirmação acarreta duas outras: 


ajse xg-à<x< x, enlão|f(x)-L|<r, ou seja. 


lim fix)=L 
x "om 


bjse x,<x=< x,+ã então |fix)-L]|<r,ou seja. 


im fo)=L 


“=x = 
Assim 


lim Fix) = Am oO) =L 


K-+ Kg 
Demanstração da 2.º: Seja dado s > D. 


Sendo aim f(x) = L, existe à, > O lal que 
a 
Se xg- 5,tx< x então |f)-L|<r 
Sendo ER f(x) = 1, existe à, > O tal que 
Se xg<x<x+ à, entao |fg-L|<E 
Tomandoa-se à = min [8,. à, ) as duas condições acima se verificam para 


Xp7ô<X<x,+A, com x<X, 


Assim 
se Xp-hc<xexg+ãe xx, então] ft)-L]<e 
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donde 


7.3)Dadaafunçãof:R >, fix)= Ei! , calcule os limites laterais para x =0. 


a 
Solução 
Sex> D- entãox< D, logo Td; 
x x 
Assim 
lim [Xl= lim = din (-)= 
z2D- yw 


Se x> 0+ então x> 0 logo E 
x 


ASSIM 


x X 
im RAM lim — = lim (19) =1 
LoDo. w g= D+ x n—D+ 


Note que, sendo 
[xl [x 


lim = + lim — 
z=>0- w xD" K 


] x] 
não existe lim pl E 
n=50 


?.4) Dada a função f: IE > IE, f(x) = [x), calcule os limites laterais para x, e 2. 


Solução 

[o remerro tuas rama nf 
Se x —» 2-, então, nas proximidades de 2 i ) 
temos 15x<2Z, donde [x] = 1 e assim a) pe é 


lim [x]= Jim 1) = 


SE x — 2+, então, nas proximidades de 
2 temos 2 <x<3, donde [x] = 2 e assim 


Cod |eamanmanas 


-1 
lim |x|= lim (2 
ml lia X=2+ (e) = pps: -2 
Note que, sendo EE POR TM -3 


Não existe lircbx] s 


Esta função é continua à direita no ponto x, = 2. 
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Exercicios Popostos 


Para cada função dada abaixo (exercícios de n.º 7.5 a 7.20), calcule: 


1.3) lim fix) 2. lim fix) 3.ºy lim fix) 


X-+X,- M-rNp + tus 


no ponto x, indicado, 


x -4 
7.5) fix) = [xi. Ho =-2 7.13) fix) fal *q=2 
11 
Ted) [x), x, =n (ne) 7.14) fo) = ET x9= 1 
ê 
7Nfto=x-[x x,33 sos x=2 
K— 
ã ê 
7B)tby=x+Dd x=3 7.148) f(x) ES Xa=3 
%— 
|x? 4] 
Ttpj=x-[=] x,=n Me Z) TAP : [XE 
[2x2 -3x-2] 
7.10) f(x) = x + [x]. &,>0 En E £) 7.18) fix) = RS x,= 2 
x-2 = 
PANfidiz—  x=? TiBpfim)=—— o wx=2 
) fx) |x-2] [a] pix) |x2-4] | 
x+1 x) +41 
TAZ) fix) = == 1 720) f(x =. Ee, 
did di 


| x-1 ,parax<2 
t2lySejaf; R > ER dada por fix)» 2 ,parax=? 

2x +a, para X> 2 
Determine o valor de a 


1.º) para que f seja continua à direita em xg= 2; 
2.º) para que exista mito. 


x? .parax<i 


0 «para x=1 
lt-mx.parax>1 


7.22)Sejaf:R > R dada por f(x) = 


Determine o valor de m para que: 
1.º) f seja continua à direita em xg= 1: 


2.º) exista lim f(x) 
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[or ia para x<O 
f.23)Sejaf:R-»>R, dada per fbd)=4 3 , parax=0 
li-px . parax>0 


a) determine a para que f seja continua à esquerda em x,= 0. 
b) determine a para que exista mito; 


c) determine b para que f seja continua à direita em x,= O; 
d) pode f ser continua ponto x, = 0? 


124) Sejaf R>RE, f(x)=x- [x]. Estude a continuidade de É no ponto: 


a) x,=0 b) x=1 


lo mm 
7.25) Sejaf: R — R, dada por O Ea para x 2 0 


DO , parax=h 


Estude a continuidade de fno ponto x, = 0. 
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Capítulo 


Infinito 
O 


8,1 — LIMITES INFINITOS 


Podemos estender a noção de limite aos casos em que a variável x ou a função 
f(x) (ou ambos) tomam valores absolutos arbitrariamente grandes. Já haviamos 
feito referência a estes limites nos exemplos iniciais do capitulo 4. O gráfico abaixo 
ilustra alguns desses casos. Para a função ali representada, temos: 


dim f(x) =0, fim f(x) = +00, lim f(x) = —oe, lim f(x) =, 


lim f(x) = +00, lim f(x) = +co, lim f(x)=0 


x=si+ 


y 


Vamos estabelecer, primeiramente, uma definição formal para o caso 


lim f(x) = +00 
x-"% 


Esta igualdade pode ser lida assim “f(x) toma-se cada vez maior quando x tende a 
xo”. Entretanto, necessitamos substituir as palavras torna-se cada vez maior por 


uma linguagem mais precisa. 
Suponha que N é um número positivo. Se f(x) torna-se cada vez maior, quando 
x —» Xp. é claro que f(x) será maior do que N para valores de x próximos de xg. 


Em outras palavras, é possivel encontrar uma vizinhança de x,,V*( xo, 9). tal que 
sexe V'(x,, d), então, f(x) > N. 
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Seja a função f: À >» R, cujo domínio contém ao menos uma vizinhança reduzida 
de Xp. 
Nossa definição formal fica assim: 


Dizemos que lim f(x) = + se, dado qualquer número N > 0, existe 8 > O tal que 
X—+Xg 
se0<|x-x,| <5, então f(x) > N 
Por exemplo, para a função 
f:R-L)S5R 
to) = — 
(x— 2) 


representada pelo gráfico abaixo, temos 


pecooonnsenntocefucoqqsaas 


[O] SPU 


Isto significa que, dado o número N > 0, é possivel encontrar à > O tal que 


se0<|x-2/|<ô5, então f(xy)>N, 


A condição f(x) > N escreve-se > N, donde 0<(x-2) a isto 6, 


(x-2) 
O<|x-2]< is . Basta, portanto, tomar à = la Veja que o mecanismo destas 
JN JN 


investigações é semelhante àquele já utilizado para os limites finitos. 
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Podemos, além disso, considerar os limites laterais, com as definições seguintes: 
1.º) Dizemos que Am fix) = + mw se, dado N > O, existe à > Q tal que 
EE 
Se x) -6b<x< x, então f(x) > N, 
2.º) Dizemos que ALuA fb) = + o se dado N > D, existe 5 > Ú tal que 


se xq<x< x tô então f(x) > N 


Vamos estabelecer também uma definição para o caso 


lim fix)=—v0 


2-->%y 


no qual fix) toma valores negativos, de módulos cada vez maiDres, quando x tende 
A 

Para isso, supondo que N é um número positivo, deve ser possivel encontrar uma 
vizinhança de x,. V( Xp. 6). tal que 


se xeV(x,,0). então fog <s-N 


Escrevemos a definição: 


Dizemos que lim f(x) =—<c se, dado qualquer número N » 0, existe 5 > O tal que: 
xa 


se0<|x-x,|<dentão fl) <—N 


Analogamenle, são definidos os limites laterais 


lim fbjy=-o e lim f)=— 


K-K- K—+K, + 


E fácil perceber que lim Hx) = + o (ou — o) se, e somente se, tem-se 
KR Ky 


lim fix)= lim fix)=+00(ou- co) 


XX = RX + 
É também imediato que 


lim fix)=-—mo se, e somente se, 


XX, 


Jim [to] = + co 
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Assim. por exemplo, como y a! 


«2(x-2)7 


09) = ama 
bo pro 2 
temos também: 
lim E = —€0 | 


8.2 — LIMITES PARA x > to 


Desejamos, agora, estabelecer as definições formais para os casos seguintes: 


im fo)=L, Jim fog)=+, lim f(xy)=-0 
X—a — pr He * 
im fixg)=L, lim f6)=+00, lim f(x)=—00 
X—r X—» Lose 4 


simbolo x > + « representa o fato de que a variável x assume valores em uma 
-zinhança do infinito. Isto é colocado em termos rigorosos quando dizemos que, para 
um dado M > 0, tem-se x e JM, + ol, o que é o mesmo que x > M. Para o simbolo 
Xx—» — «5, escrevemos que x e ]- co, — M[, o que é o mesmo que x<-— M. 
Assim por exemplo, para definirmos o limite 


tm fo9=L 


supondo que o dominio de f contém uma vizinhança do + co, escrevemos: 


Dizemos que lim f(x)=L sedadoe>0, existe M > O tal que: 
XxX +& 


sex>M, então | f(O)-=L |<e 


Para o limite 


lim f(x) = +00 


Kore” 


tem-se a definição seguinte: 


Dizemos que lim f(x) =+cose, dado N > 0, existe M > O tal que 
XX +00 


sex> M, então f(x) > N 
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Como se vê, para cada um dos diversos casos relacionados, podemos dar uma 
definição formal. O quadro seguinte é um resumo das definições dos diversos tipos 
de limite que já examinamos até aqui. 


Dizemos que 


pa, f(x) = L 
dim HE) = + 0 N>0 8>0 | O<|x-x|<ô | fog)>N 
| Ra 
E | ES des tennis 
| dim ftx) = — oo N>0 5>0 | O<|x-x,, “5 | Rfo<-N 
a ES 
dm foj=L | £>0 M>0 |! x>M LHiO)—-L|<E 
| | 
lim ftg=L z>0 M>0 x<—M iy-LI<e 
dim fo) = + a N>0 M > Q | x>M | f(x) > N 
| 
dim fg) = + N>0 M>0 x<-M | flo) > N 


lim f(x) = — oq N>0 M> O x>M 


K-+4 £ 


veem De — meme. asa «pas o 


lim fix) = — q fix) s — N 
Itg-L|<e 
lim ftx)= +00 fo) > N 
X-Mg + 
lim fix)=— N>0 5>0 XnCX< Xç*+ô | fix) <—N 
Rx, 
Í 
dim fex)=L £>0 8>0 Xj “Â<XS Xp | Dito a 
| noi EPE | NES DE i-mate - 
| dim foj=+ N>0 5>0 Xq —B<xX< x fo)>N | 
lim figj=—o N>0 & > O Xp —E<X< Xg | fog<—-N | 
PO E-SAam | 
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&.3 — PROPRIEDADES DOS LIMITES INFINITOS 


Sejam duas funções fe q que podem ter, para x > Xp. limites finitos ou não, & 
vejamos o que se pode dizer sobre os limites das funções: 


f+g fg e dj 
g 


Os vários casos encontram-se resumidos nas tabelas a seguir, As con-clusões al 
apresentadas valem igualmente para os casos dos limites laterais, com x > X- 
Ou x > xp+ e tambem, com alguma adaptação, para x > to 8 x > — e, Teremos 


oportunidade de demonstrar algumas destas propriedades, mas não o faremos em 
todas os casos, por uma questão de brevidade. 


TABELA 1 - Limite da soma 


Se fix) tende a 


então f(x) + a(x) tende a 


+ [€ 


e gíx) tende a 


+ q 


] — 60 — q 


+ o | + nã 


+ a 


-e psi 
? 


7 


— 


+ vo 


Os dois últimos casos são formas indeterminaras do tipo o — «q Para eslas 
situações não ha lei geral, 


TABELA 2 — Limite o produto 


Se f(x) tende a e g(x) tende a então ftx) - gtx) tende à 


1 
2 
3 
4 
E 
6 
7 
8 
q 


—a 
o 


Os dois últimos casos são formas indeterminadas do tipo O - o, para as quais não 
hã lei geral. 
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TABELA 3 — Limite do quociente 


e g(x) tende a Então Bi A a 
gix) 
+ «q 


— aq 
+ se gtx)> O em uma 
vizinhança de x5 
-w se gix)< O em uma 
vizinhança de x, 
— eq 
+ o 
-o SE qix)> OU em uma 
vizinhança de x 
+ 0 se gix)<0 em uma 
vizinhança de x, 
+ se q(x)> O em uma 
vignhança de x, 
—n se q(x)<0 em uma 
vizinhança de x 
—co se g(x)> O em uma 
vizinhança de x, 
+00 52 g/x)<0 em uma 
vizinhança de x, 
q 


Sã - ; g Do dl 
Os cinço últimos casos são formas indeterminadas dos lipos — e a para as 
Ee a 


quais não há lei geral. 
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fio) 
8.4 — LIMITE DE E QUANDO fix) >L *=0E g(x) > 0 


Vamos examinar os casos 7 e 8 da Tabela 3, onde temos ffx) tendendo a um limite 
Lt, + 0 e gí(x) tendendo a O. 


Na primeira desta situações, supomos que lim FO9) =L,>0, dim g(x)=0 e ainda 
que existe 3, >0 talque se 0 < |x-x,| < à, tem-se gtx) > O (isto é, gt) > 0 em 


uma vizinhança de x,). Podemos mostrar que: 


im (2 
Nam, gÍx) 


+05 


Demonstração 


Vamos rever o teorema da Conservação do Sinal (veja O exercício 4.12), onde 
ficou estabelecido que, sendo lim f(x)-L,>0 existe à, > O talque 


Hm-ray 


se Q<|x-x,|«5,. tem-se O < = < ft) < E 


| 


6, >0 lal que 


; L ; 
or oulro lado, para qualquer N > 0, em correspondência ab número e = Y existe 


se 0<|x-x,|<5,. tem-se | g(x) - 0 | < > 
Entao, dado N » D, se lomarmos 
8 =minfô, 5,84) 
para O<|x-xy |< 5. teremos satisfeitas as três condições 
LI g(x)>0 2.º) (x)>42>0 3.º) [a(o] <= 
2 2N 


EA 
; la ; 2) f(x) 
Dai resulta que O <g(x)< — ouainda + > N e finalmente + > N 

2N (x x 


Fix] 


Assim, lim += = +. 
ro g(x) 


As demais situações da tabela podem ser examinadas analogamente. 
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Exercícios Resolvidos 


J=-2x 
z 


8.1) Caleule lim 
x-»-2 (x + 2) 


Solução 


Fara x — —2. tem-se que 


3-2x>+7 e (x+2) = 0) 


Além disso. quando x estã próximo de — 2, temos (x+2) >0, Logo (veja Tabela 
3, caso 7): 
3-— 2x 
Im = 00 
to-ifx+ mir 


8.2) Calcule lim SD. 
x (x-3) 


Solução 


2 
Para x > 3, tem-se que 2-x—» —1 e (x-3) => Quando x está próximo de 3, 


temes (x-3) > O. Logo (Tabela 3, caso 8) 


2X 
m =-c 
“—3 (x—3Y 
. 5y-x-3 
8.3) Calcule lim 5 
E—Q x 
Solução 
Parax-» O temse 5x2-x-35-3, xº50 6 x)>0. Assim (caso 8 da Tabela 
3): 
ii E 
lim —— =— 
z—+0Q x 
páptaana E, 
x—2 | x-2] 


Solução 


Parax—> 2 temse2x+3>57|x-2]>0e|x-2]>0. Assim ( caso 7 da 
Tabela 3): 
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2 
8.5) Calcule lim Este dae 
a-1º [x+1] 


Solução 
Se x — =|, então O A TUE Des =p, |x+1/>50 e |x+1)>0. Assim, 


ve qu 
m——— = 
ato [x+1] 


8.6) Calcule lim E*2, 


noZ= x—2 
Solução 


Sex> ?- então dx+2 58, x-250ex-2<0. Assim, 


8.7) Calcule Im + 
2: (x = 2) 


Solução 


Se x-»2+. então 7-Ex > -3, (x-27 50 e (x-2) > DO. Assim 
o P-Bx 
lim E 
*2- (x—2) 


? 
8.8) Calcule lim 28-28 =? 
n3- 0 (3-4) 


Solução 


Se x» 3-, então 3x) -2x-7 14. (3-x) 50 e (3-x) >0. assim 


| 
| 
ê 
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Exercicios Propostos 


Galcule os limites indicados [exercicios de n.º 8. 9a 8.36). 


8) Jim 


1 (x+1P 


811) lim À 
ns] x 


813) lim — 


au?. P = % 


8.45) lim 423* 
n=+=3 [x + +33 


8.17) lim Edicao, 


add io a” 


5.19) lim Ee 
x x 


dx+d 
|x-3] 


8,21) lim 
-+3 


Ea qa 2 RS 
n-+=2 |x+2] 


8.25) lim 4x+3 


Xod- w— 


Bra E ES 
Moe fi 4 


Z 
5.29) Jim Spa 


nd (am? 


Po 
Re De 
n=+5-º x —25 


RR 
8.333 lim E 8:10 
s3- x? -6x+9 


ê 
8.35) x*+bwx—3 


rs. 2x! + Gy? — 


B.ioy lim 
ans (x = 3 


1 
es jm( 4] 


8.14) lim 


+70 2 —-*% 


8.16) fim, 22x 
14 (x +44) 


8.18) lim += 3% 
Moses! [q 5) 


sf cepa 
3.20) lim pesa, 


gx—5 


8.22) lim à [x=a] 


=w? 
Boi SR 
r..-3 |X+3] 


Z 
x* — 2x 
8.32) lim ————— 
xo2- x? qx+4 


3 E. 
8.34) lim x + 2x pes 
n-+]e (x —3) 


4 “4 
8.36) lim * cd 
X-8+ fx — a) 


(a > D) 
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8.5 — LIMITES DE POLINÔMIOS PARA x > £ 00 
| lim ax” = Foo 


Sejaf: R5>B.ftys= ar(a>0 neN)e vamos examinar os limites: 


lim ax" e lim ax 


Es =» 


Veremos que ocorrem os resultados da tabela abaixo (lembre-se de que supomos 
a> 0). 


Se x- +, então aé > + a 


E) n 
- |Ise N É parax 535+9 
SEX> -— 03, então | E 


se n é impar, ay > -a 


Além disso, é claro que 


SeaW>s +cow então- al =s-n 
Se a >-<», então - 2wW > + 


Coma se vê, o limite da furção t: R —» R dada porfix)= ax (a *0ene RN), para 
x> E, pede ser+ co UU — ce, dependendo da sinal de a e da paridade de n. 

Vamos ilustrar uma destas sitiações com um exemplo. Seja f: E + &, 
f(x)=-2x] € provemos que 
lim [-2x") = +50 


Lose 


Devemos provar que, dado N à 0, existe 
M > O tal que x <-M temse lx) = 2x3 


-2x* >N. A condição -2x)>N es- 
creve-se 


ol ce. 
2 


N 
Assim, basta tomar M = 12 e teremos 


que 


AN 
sex<-M então Xx<- Re dentnem x? <-Se =2y sn 
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Logo, lim (-2x))= +00. 


2º) lim .=0 
Xo tas AX 


Para a função f: R* —» K dada por 
1 : 
ft)=— (az0 e nen) 
ax 
temos 


lim ' =0 


E-o2n ax” 


Tomemos o caso em que a >0e x > + o. Sabemos que ax” -—» + co. Assim, dado £ 


> 0, em correspondência a N = a existe M > O tal que 
E 


sex> M, tem-se PES 
E 


1 
Assim, O < — <£, donde 
ax 


e portanto 


Nos demais casos tem-se o mesmo resultado. 


Exemplos 
1) lim L=0 2) lim És 
Zea X =“ X 
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3.º) | Função polinômio 


Consideremos agora o caso da funçao polinômio de graun f:X 58, 


fix) = aq -antt ram + ra X+a, 


com a,<0.Para x20, podemos escrever 


1 
f(x) = aqu" [is O RA o a ES, Í 25] 


n 


Cada parcela da expressão entre colchetes tende a zero quando x > + 0, exceto 
a função constante 1, cujo limite é 1. Assim 


lim f(x)= lim agx" 
= tm HM” 


Portanto, o limite da tunção polinômio, para x — + «o, é determinado pelo seu 


termo de maior grau e será + » ou — », dependendo do sinal de a, e a paridade 
de n. 
Por exemplo, temos 


1) im AZ +d -3x+ = lim 2x* = +00 


H-rr a 


2) Am Ricca +2x"- 5x+3)= lim 3x” 


== a 


3) im (2x0 + 3x] +1)= lim (-2x*) = —es 


X- p= 


8.6 — LIMITES DA FUNÇÃO RACIONAL PARA x > & ca 


Como sabemos (veja exercicio 6.12), chama-se funçao racional toda função 
Tt: A — IR dada por 


ande Pe Q são polinômios e o domínio À é o conjunto de todos os números reais 
tais que Qfx) é O. 
Suponha-se que 
ax +ax + +ao 


fix) 


x+a, 
a 


———TI Nia+s0eb,z0 
ox” + ++ x + (ão o * 0) 


Podemos escrever, para x é O: 


ia gg rg 

ç ap X ao x! ag x" 

ida b, O = 
7 Apto. 4 Do 

Bi By RP ho 
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Para x—> +, a fração entre colchetes tende a 1, Assim, tem-se 


Im 
uscr Qix) Wo srs box” 


Pix] lim anx” 


Portanto, o limite da função racional, para x — + no, é determinado pelo 
quociente de seus termos de o maior grau. 


Temos, então, três casos possiveis: 


1.º)se n2m 


lim Pix) = 
E=pr-E Hx) Fri = [1 


a s 
fim 2.8" =+00 


(dependendo do sinal de o e da paridade de n - m) 


L 


2.*jse n=m 


3'Jjse hem 


o tim b= = 
Est + Q(x) Faso bx” A 


Exemplos 


ve sd s2%x- 10. 2 Bo. 3 
+ ———— = fim — Fr = 
ea 2x +3x—4 Mest Dye simeti À 
42 -3x+1 4%? 4d 
Es im 


ir x+1 ai x 1 
ext, 2x4 nome Gy” uovam 3x 
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8.7 — LIMITE DE 9f(x) quando f(x)» 


Seja f uma função tal que 


lim f(x) = +: 


E Ma 


Então, paran e Nº tem-se também 


lim Vi(x] = +02 


X—Xy 
De fato, dado N > 0, em correspondência a Nº > O, existe 5 > O tal que 
se O<|x-xo[<ô. tem-se f(x)>Nº, 
donde resulta que 


if ) 


tx)>N 


isto é 


lim Yf(x) = +00 


É claro que 9 mesmo ocorrerá se x > + co ou em limites laterais. De modo análogo, 
oodemos estabelecer que, sendo lim E(x) = —a en impar, ter-se 
r 


“5% 


lim rt) =—w 


K—+ Hg 


Exemplos 

1) Como lim [xº-3)= o então lim Vx) -3 = 405, 
Eres 7 Tso 

2) Como lim (1-x)= os então lim Y1-x =-en. 
Z-++* E-+0 a 


Exercícios Resolvidos 


Para cada função dada nos exercicios de números 8.37 a 8.53, calcule 


lim fix) [E] dim fo) 


8.37) ffx)= 20) +40 -5 


Solução 
Temos 
lim f(x) = lim 2x*. Assim 
A 
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8.38) f(x) = V2x2 -3x+1 


Solução 


Como lim (2x? -Ax+ 1) = +. então 


+". 


lim F(x)=+0 


H-rt a 


8.39) f(x) = Ya =3 


Solução 
Temos 
lim (x-3)= + logo lim [(x]= += 
lim (x-9)=-co, logo lim f(xj=- 
3 
W +1 
8.40) f(x) = 
Eae 
Solução 
x? 
lim f(xg)= lim == ilimx 
Wo LT doze T-st 


Assim, lim f(x)=+s0 e lim f(x) =-—.. 


Ass) Y-t= £ 


2x +x+1 
8.41 f t=———————— 
Eça 3x -x—3 
Solução 
o E O 
lim fixj= lim mm, eme 
X=s 2a ) st" 3X a 
x+1 
8.42) E Ei 
2) $ +1 
Solução 


: ; x E 1 
lim fog= lim — = lim —=0 
fes cm Esso x E ER 4 


15? 


3 


y 2 
8.43) (= 


Solução 
=xº 1 
i = li —— = li — =0 
MA a a 
2x+3) (3x1) 
8.44) f(x)= ado Rd a ) 
(5x+1) (x—3) 
Solução 


Podemos escrever 


Para x > + 09, temos que Esc ça. 
x x 


3 2 
assim lim f(x) BL (EL 2 727 
Xx>17 (5) (1) 25 


8.45) f(x)= Vê 1 


x+1 
Solução 


Escrevemos, parax > + 


x/1+ ] x[14 4] 1+ 
vox) ae 


1 1 
Como [es 2 +0€e1+— > 1, temos Íim f(x) = + 
X X ses 


Não existe lim f(x) 


-—— 
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846) f(x) = 155 


Solução 
Cas) | 4 4 
4 
W[1+= | x2M+— ho + 
| l de RD e ator 
2 


Temos f(x) = 3 
e(1+5) x? 
x À 


Sexto, então É »0e 50. Assim, 
x x 


4 
lim fo) =1 
Vx2+1 
B.47) f(x) = 
ds x2+3 
Solução 
1 


Temos f(x) = 
2 


x é 1 
lim E. lim — =0 
-.4 r ver X 


Então, lim f(x) = 


2 
1 
8.48) f(x) = 
De =3 
Solução 
[145] e (15) e! 
xº[1- 2 elis e: 
xi x | xé 
Então, lim tg) = L=1 
ss." A 
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8.49) Ho)=2+2-42+1 


Solução 

(laTe3 ira) (VaZa2 io) à 
Vx]+2 + dx? 41 i 

é +2)- pés) , 1 


Vx +24 Vx241 “AREA 
Sex>to então x +21 x) 415 +=. Assim 


Temos f(x) = 


lim f(x) | 


8.50) )= De +13 1 


Solução 


(5 - SE) + be) 


Temasf(x)=- 


= 


Vista Vx2 1 
[2 +39)-(xº 1) 2 
e 148 4 E ota dl 4 


Sexo +o tamse deste JT os su. 
Assim 


lim f(x)=0 


X-++ £« 
Não existe lim f(x). 
8.51) tbog)= Vx+3 + Yx 
Solução 
Sex > +o, tem-se Yx+3 > +00 6 3x —» + m donde 
lim fix)=+ 
Puto da 


Da mesma forma, lim f(x)=-00. 
Lo 
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xe vx)+1 


8.52) f(x)= 
di x—1 
Solução 
2 y 1 
+ (1+ z| xe[xlyto 3 
Temos f(x) = - = 


Se x-» +, então |x|=x e podemos 


escrever 


donde setira lim f(x) = 
X— q» 


escrever 


= 


( 1 1 y 1 
Es 1== x) 1- 1- 
dh :) x Vox x 


E PRE ade ca 
1+ (ça eds d1- ladies 1 [1+ -s 
V X f(x) = No XxX. 


1 


o Vx241-Vx2-1 


OO a as 
Solução 
Temos 
(dx +1- x? 1) . [ve +2 +Vx -2) . (x? +1 +21) 
f(x)= ka a 


Eriica) (esse doca) (dE) 
[62 +0)-(2-1)] (be +2 + -2) 


2 E le safe 
2 (Ve +2 e bi=2) o [Elo ela É] 


| ——TTTT—— = 


Cabe dim) 2? (3). 


x 
2 2 a 
4 1 1+ & +fxl/1- a o ARE Tg ã 
2 1 2 1 E 
bajo abit ' RE E 
Portanto, lim ERR 1 a al 
ss 2 E 2 


11, donde setira lim fio and! =0. 
1 É er 


Sex >-<, então |x|=-x e podemos 
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Exercicios Propastas 


Para cada função dada nos exercícios de números 8.54 a 8 Bd, calcule: 


a) lim f(x) bh) lim f(x) 
8.54) fix)= 3x] +24] -x+4 8.66) (0) = (er Ages O 
X +X- 
P(3x-2) 
8.55) t(x)J=2x*-x? 13 8.67) f(x) = a ( — ) 
X + 
E a 5x] -x 3x - af 
8.56) f(x)= Vx +x+1 8.68) f(x)=| E) 
= oi = 
(SER um 
3.57) f(x) = 4x? - ” 
| Stbgj= dx -x+2 8.69) f(x) EE PE 
58) t(x)= Ver 8.70) t(x)= a 
x +10 
— -— 2 — 
8.59) tb)= Ye 8.71) (9-2 EEES 
x + 
8.60) ee 8.72)t(x)= x +1-«/% 
x +2 
861) 1()= ES 873) tb) = xisto dx 
xP — 
+ 7 Edna 
8.62) t(x)= o 8.74) flx)= Vx? ex x 
10 —  — 
8.63) f(x)= a 8.75) f(x) = dx] 42x - JK 44 
(2x- 3) (4x + 7) —— 
8.84 ga aa = dx 2x - x? 
Rito (3x FAT 41) 8.76) f(x)= Vxt* -2x —x 
(3x? Sento) —— 
8.65) fix)= [ADE T O! ” =Jx+4-Jx+ 
3 ftx)= 2x 1x +4) B.77)t(x)= xt +4 Vx+1 


—— = 
8.78) 1(x)=x( x? + 1x) 6/05) 1x) o += aa, 
2 4 
x = ux +1 
8.79) oa x+ Ye 8.83) 1|x) = —7—— — —— 
Mic o A 
8.80) f(x)= Yx 4+1-x 8.84) (x) = ea 
Vx+vVX+ vx 
E 2 
8.81) ita) = ALE 
vxº - 5x4 1 
8.85) Determine a e h, sabendo que 
e 
nitm [: is paca = 
iii x +x+1 
: Zx—1 
8.86) Calcule lim [/55-s) 
m-rem x+1 
8.87) Determine a, sabendo que 
6x -x-5 2 


3. 2 
8.88) Sendo 1(x)= BODAS, tim f (x) = 0 e dim Fl) =1, calcule a, b.ce 


d. 
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Capitulo 
Funções trigonométricas, 
exponenciais e logaritmicas 


9.1 - UMA DESIGUALDADE IMPORTANTE 


' 1 x n 
Seja x um número real tal que E: <x< 5 e provemos que 


|senx|s|x|s|tgx|] 


Nas figuras abaixo, que representam a circunferência trigonométrica, temos que: 
MP = |senx|. AP= |x| e AT=|tgx) 


n x 
tanto no caso em que O <x< = comEercas pre maaE EE aa 


K 


-=<x<o0 
2 
Além disso, vê-se que área do A OAP < área do setor OAP < área do A OAT. 
Então 
(OA)(MP) (OA)(AP) (OAJ(AT) 
2 2 2 
donde 


MP< AP <AT 
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e assim 
|senx|<|x|<l|tgx| 


para tado x É O, tal que -2<x<5. 


2 


Se x=0, temos |senx|=|x|=|tgx|=0 


Portardo, para toda x tal que =: <x=e 3 tem-se 
|senx|s|x|<|tgx] 


3.2 — CONTINUIDADE DA FUNÇÃO SENO 


Teorema 


A função f: E —» E ftx) = sen x é continua em K, isto é, para todo x, e E tem-se 


lim sen x = sen x, 


+ 


Demonstração 
Faremos a prova deste teorema com auxílio da desigualdade anterior. Lembremos, 
da Trigonometria (veja o volume 3 desta coleção), que 


x =x x+x 
o) q 
"COS 
2 


sen x-— senx, = 25en 


X+xX 
COS —— 


É 


Dado : > 0 seja 8= mine. | . Portando se 0 <| K-—Xg ] < à, tem-se 


Xo 


X— X-— Kg 
sen——— = — 
Ps 


2 


(Utilizamos aqui a desigualdade do item anterior.) 
b) O<|x-xo|<E 


a) O <|x-xo|<5. donde 


Então 


x -x 
san — = 
2 


|senx-senxy |=2 cost tX 


X—Xg 


<2: 1=[x-xgj<e 


Fica provada, assim, que 


km senx=senx, 


UH 
Ista é, que a função seno é continua em E. 


ibã 


8.3 - CONTINUIDADE DAS DEMAIS FUNÇÕES TRIGONOMETRICAS 


A partir do fato já provado, de que a função seno é continua em K, pode-se provar 


facilmente que as outras funções trigonometricas (cosseno, tangente, cotangente, 
secante e cossecante) são lambém conlínuas em seus respectivos dominios. 


A ia * 
=” k É g à 
1.º) Temos cos x = sen| 5X). logn a função cosseno é continua em R, 


por ser à composta de duas funções continuas em “E, 


sen x 
2.º) tgx = 


COSAX 
COS X 
Sen 


3.º) cotg x= 


4.º) SECX = 


COS X 
1 
Senx 


5.º) cossec x= 


Lago, as funções tg x, cotg x, sec x e cossec x são continuas em seus dominios, 
por serem quocientes de funções continuas, 


5,4 - TEOREMA DO CONFRONTO 


Demonstraremos agora um teorema que permite determinar o limite de uma função 
f por comparação desta com duas outras funções, ge h. 


Teorema 
Sejam g, fe h funções cujos dominios contêm ao menos uma vizinhança reduzida 


Vº de x,. Suponha-se que: 
1.º) para tado x E V, se tenha 


gix)sfix)sh(x) 
2.º) im a(x)= lim h(x) = 


Mesta condições, lim Eper= E. 
o) a é 


Darmonstração 
Dado e > 0 existem à »0 e à, > 0 tais que: 
ajsed<|x-xp|<ã, tem-se |gtx)-L|<r, ou seja 


L=-r<g(x)<L+e 
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b)se O<|x-x,|<5,. tem-se |h(x)-L|<c, ou seja 


L-e<hixjaL+e 
Assim, para à = min fô,, d,|. temos que 
se 0<|x-x,|<ô, então 


L-r<g(x)st(x)shix)<lL+e 
donde 


L-s<fix)<l+re 
e portanto 


|t(x)-L|<e 
Isto significa que lim f(x)=L. 
KH 
Observação: O teorema do confronto é também válido se x —» — «o, OU X > — 2,8 
também para limites laterais. 
9,5 — LIMITE TRIGONOMÉTRICO FUNDAMENTAL 


Vale a seguinte propriedade 


Demonstração 


Para fazer a prova, utilizaremos o teorema do confronto. Já haviamos provado 


tveja o item 9.1) que, para -—- <X cs | tem-se 


|senxj<s|x|<|tgx] 


x « 
Para Dex : pudemos escrever ainda 


senxex<ty x 


donde 
x ty x 
je—— «< É (polis sen x > 0) 
senx  senx 
ou seja 
sen x 
cos x « 5] 
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Para 3 <x<0D,estrevemos também 


tgx<=x< SBN 


dande 
Lay x x ; 
Et tpois sen x «< 0) 
senx senx 
ou Seja 
SEN X 
COSxX «< 1 
n! 
Assim, se O < | x | < 3º temos 
sen 
Cos mM = E 
x 


Aplicaremos agora o teorema do confronto, considerando as funções 


g(x)=casx, f(x) = AE e h(x)=1. Como 
x 


limg(x) = limcosx=cos0=1 
x —d) x—O 


[-) 
limh(x) = lim1=1 
mal] =— 
resulla que 
fim SE0% 4 
x->D x 


Exercicios Resolvidos 


7.1) Prove que o limite trigonométrico fundamental admite a seguinte forma 
ampliada: para à É O, temos 


lim =1 
“0 x 
Solução 
— senx N 
Como liiy=——— = 1, sabemos que, dado e > O existe 5,>0 talque se D<|x|<5, 
.=0 x 
| tem-se 
sen x 
—Il<e 
x 


169 


Como limax=0€e «=0, existe também & > O la! que se Q<|jxi<ã, tem-se 
x —s 


O<lux|<á,. 
Portanto, se 0<|x|<ã, teremos O </nx|<5, conde 


SEN ax 
Eai o) [<a 
[od 
e assim 
: sSsEnax 
hi = 
= +0 nx 


9.2) Mostre que, sendo q e À reais não nulos, tem-se 


. sennx «a 
lim>——— =— 
“0 senpx A 


Solução 
sennx - senacx 
c— im — -— A 
 SENGX mg ax E ga Rr a Êo ae 
lim >—— = lim — - e no, senpx. 1º nf 
--Dsen[ix «=D senfx p tim EE E 
fix xD Px 
- seEnN=E-—-Ssena 
9.3) Calcule lim >———— 
= x-a 
Solução 
X-a x+a 
Como senx-sena=2sen - COS |. temos 
Xx-—-a 
senx-sena “Ts x+a 
| =—€o.cos 
*—-a x-a 
2 
Assim 
sen"? 
À senx- sena : Z W-=d dra 
| = lim>— 2 . fimcos>>Í = 1. cos" = cosa 
“a w-a sa —a x—a 2 Ê 
2 
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9.4) Calcule lim 1 CSS x 


xD b é 
Solução 
Como 
i-cosx fl-cosxl+cosx) 1-cosfx | sen'x  senx  senx 
E xil+cosx) x(l+cosx) x(l+cosx) x i+cosx 

temos 

« Í-c08%X  senx senx send 

lim —— = lim lim" =71.-—2—— =D 

2500 x 150 =0]2C05X 1+cosD 


Exercicios Propostos 


Calcule os limites indicados nos exercicios seguintes (de n.º 9.5 a 9.34). 


9.5) lim >=" SER 


K 

Sen 

9.8) lim — 
És X 


9,7) lim 
1-0 sen 3x 


8.8) Eta 
a Fx 

dia SPEA sen5x 
1-0 senx 


sendx 
40) lim —— 
1-0 S87] ax 


9.11) lim SE o 
9.12) Im pra 


lg 3x 
9.43) lim=— 
) ab ly 5x 


9.14 im Incas x 
e] W 


9.15) lim 1HSSex 


x 


sen” — 


sen” à] 
9.17) lim — +22 
E) 4 


4- cos 2x 
9.18) lim———— 
=) x5enx 


9.19) hi sen 3x 


o du+2-42 


Igx = senx 
x 


9.20) lim 


9.21)lim sendx 
O fx 1-1 


-— 2 
aa ta cos cA 


2+0- x 


XSEnX 
923) lim ——— 
sisecx—! 


24) né COS X-— Cosa 


“a Xx-d 


9.25) lim ——— 
0 XCOS SOC X 


= a 
9.26) lim aseníx- 6x) 


x? 


5.27) lim 


> 
9.28) im Ai 


9.29) lim 


5.30) lim 


9.31) lim 


9.32) lim —— 
senx+i-cosx 


2.33) lim 


9.34) ira Sendx 
Rad 
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9.6 — CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES EXPONENCIAIS 


Consideremos as funções exponenciais f: R —» E. dadas por expressões do tipo 


f(x)=a” 


coma>0eaz 1. 
Recordemos algumas das características destas funções: 


1.º) f(x) = a” assume somente valores positivos. 


2.)sea>1,t(x)-a” é crescente e, consequentemente, 


[se att eex x 9 Oetarnest a4> 1 
|sem>11 eexx 8. OtetarsediLa* a! < 1 


3.)se0<a<1, f(x)-a* é decrescente e, consequentemente, 


rage e x>0, tem-se 0<a! <1 


seQO<a<i e x<0, tem-se a" >1 


Teorema 


A funçao f:R >» R, f(x)=a*,coma>0e a 1, é continua em R, isto é, para 


todo x, E R tem-se 


lim a” = a” 


X-sus 


Provemos este teorema para o caso a > 1. O caso 0 <a < 1 será deixado para o 
leitor. 


Como 
a* = a” E - 1] +9% 


bastará provar que 


lim a” =1 


XX 
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D que equivale a provar que 


lima” =1 
h=ô 


Vamos demonstrar, primeiramente, o limite latera! 
lim a” =1 
h=D- 
Investigação 
Dada c > O, desejamos provar que existe 8 > O tal que se 0 <h< à tem-se 
| a. A <E 
Sendoa>1eh>0 Temosa”>1. Assim, a condição acima escreve-se 
a" <1+E 
Tentemos determinar um número natural p, para o qual se tenha 


1 
aP «<l+e 
ou seja 
p 
a<(i+e) 


Como, pela fórmula de binômia de newton, 
e " 
(1+=P =<1+pe + Pla + [P [63 ++ (5) 
12) 43) 
resulta que 


(14 E) > 1+pe 
Ássim, se tomarmos p de modo que 


a<i+pe<(i+eP 
! 
ficarã salisfeita a condição aP «l+e. 
a-—1 


Dai resulta que devemos tomar p > 
£ 
Demonstração 


: z a—1 : 1 
Dada «> O, seja p um número natural tal que p > - — e consideremos 3=-. 
E 


E 
1 


Segue dai que a «tre. Então, se 0 <h<« 5, teremos 
1 


(cal ca!=aP<i+e 
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donde 


| a | <E 
É assim 

lima" =1 

haDs 


Para provarmos que fim a" =1, hasta fazerh=—h' ondeh'>0. 


Teremos a" = = - 


Seh >» 0-, é cláro que h'—» 0+, donde 


ad A 1 4 
lim a" = lim > =——= =—=1 
neo n'0- a” lim a il 
nº =0+ 
Portanto 
lim a" = lima"= lima” =1 
nm ha D+ Rs 


Consequéncia 


Uma consequência importante da continuidade das funções exponenciais & 
expressa pela seguinte propriedade 


Se limf(x)=L então lim a”! = a! 
K—%a Rn 


Em particular, temos 


se lim f(x)=0, então lim a) 51 
LX X—% 


9.7 — LIMITES DAS FUNÇÕES EXPONENCIAIS PARA x — £ 00 


Teorema 


Sea > 1 lem-se 
lim a*=+o e lim a*=0. 
X-3te DR Rd) 


SeD<a<1, tem-se 


lim a*=0 e lim af=+0 


Es. ss 
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Provemos o teorema no caso a > 7, deixando para o leitor o caso 0 <a< 1. 


1.º) Demonstraremos que, sendo a > 1, tem-se 


lim a* =+0 


se A 


Devemos provar que, dado N > 0, existe M > O tal que se x > M, tem-se 
a" >N. 


Basta tomar o número positivo M tal que M > log, N e teremos a” >N. 
Assim 


sex>M, tem-se a” >a” donde, a" >N 
2.º) Demonstraremos que, sendo a > 1, tem-se 


lim a” =0 


Devemos provar que, dado E > O, existe M > O tal que se x < — M, tem-se 


|a*-0]<€, o que é o mesmo que - fa 


sã 1 1 
Basta tomar o número positivo M tal que M>log, — e teremos a! >-, 
£ E 


donde aM <e . Assim sex<—-M, tem-se a* <a” ce. 
Consequência 


Uma consequência do teorema acima é expressa pela seguinte propriedade 


Se f(x) > +, então, 

para a > 1 tem-se a) s so, 
epara0<a<1temse all 50. 
Se f(x) > -o, então, 


para a > 1 tem-se al) 50, 


eparad<a<1 tem-se al) s 400. 


175 


Exercicios Resolvidas 


9.35) Calcule lim 2 11 


Solução 


= 2 
Temos lim pp = ei se) = lim (x? +x+1)= 3 


LES a x-1 
Assim 
Em 
lim2%! =2º=8 
9.36) Calgule lim 3!-v3senx. 
x 
ti 
Solução 
E 1 
Termos lim (1-3 senx)=1- VI senS= 1-3 . 2. ES 
Voo 
3 
Assim 
1 
jm 3 Vfeens 0 q7ê . 3 
x-+— 3 
x-senãdz 
9.37) Calcule lim&ã 
xD 
Solução 
o X-sê 
Temos ligj PE Senor = im[1. Send) =1-32=-2. 
x sô % ” “mA x 
ássim 
x-sendx i 
imã + =52-— 
x—=0 25 
Guia 2x 
138) Calcule lim g 31-25 
Solução 
o By 42y- ê 
Temos lim pe O im ELA 
maes 3x 4x6 xr Qui q 
Assim 
Svl-2r=1 5 
lim gIóms 2g3.92=992 
f-+se o 
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W .1 


9.39) Calcule lim 2%+1 


sr 


Solução 
di tj EE aa 
N—+— £ x aj 1 DE mim 47 x R 
Assim 
W.1 
lim 271 =0 
== 
1-0 
9.40) Calcule lim 3!-* 
K- += 
Solução 
txt EF 
Temos lim 5 = lim — *-m 
o ED À Kra um 
Assim 
1-0 
lim 35" =0 
K-+= £ 


Exercícios Propostos 


Nos exercicios seguintes, de n.º 9.41 a 9.71, calcule os limites indicados 


: 4 g xr dx+ê 
2.42) lim 7º 9.49) lim 5* bina 
H-+=1 
K ú-9 
8.43) lim 3º 9.50) lim [5] 9.57) lim 2 4-2 
N-s a uy 2) x—3 
9.44) lim 4º 1 E 
co 9.51) dm.(5) 9.58) im 3'>* 


an! 


9.45) ro, a“ 


o, E 


9.52) lim 2%" 


L-+—= 8,59) lim 4 * 
2 | 
Aiii dest dera 
9.46) im(5] 9.53) tim 3 9.60) lira 5 teen 
o DART e 9.84) lim 2º* 
dm) e " 


5 
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9.62) lim BEN COSA 


7 
kal SEA 
4 


2x" 03 


9.66) lim 3%! 


se. 


9.69) lim 5!” 


9.63) lim 4'92* ten? 9.70) lim (0,7)º* 
da 9.67) lim 4!” di 
8 Ls 
aê EE 9.71) lim (0,7)? 


wW.1 


9.65) lim 2% 
x ova n 


9.8 - CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES LOGARÍTMICA 


Consideremos as funções logarítmicas f: x' —» K, dadas por expressões da 
Tipo 


f(x) = log, x 
coma>0eaé 1. 


Recordemos algumas das caracteristicas destas funções 
1.º)sea>1, f(x)=log, x é crescente e, consequentemente, 


sea>1 e x>1, tem-se log, x>0 
sea>1 e O<x<1, tem-se log, x<0 


2.)Se0O<a<1, f(x)-log,x é decrescente e, consequentemente, 


Ise0<a<1e x>1,tem-selog,x<0 
[se0O<a<1e O<x<1,tem-selog,x>0 


f(x) = log,x 
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Teorema 


Afunção f. x > BR t(x)=log, x, coma>0ea*1, é continua em R'. isto é, 


paratodo x, > O tem-se 


lim log, x=l09, x, 


X ks 


Provemos esle teorema parao caso a>1.0OcasoQ«<a< 1 sera deixado para o 
leitor. 
Como 


x 
log, x= log, — + log, x5 
Xo 


; : X , 
bastará provar que lim log, — =D, o que equivale a provar que 
X-rks Km 


gr log, h = O 


Investigação 


Dado e > O, desejamos provar que existe à > O tal que, se O<[h-1|<à, tem-se 


logah|<e. 


Esta condição escreve-se: —r «log h< E e, como a > 1, equivale a 


at <h<a” 


ou 
a"-i<h-1<a'-1 


Temos a >»>1e a!-1<0D. Enlão, se tomarmos 3= mina - 1, 


que 
af-jx-s eo gáxaf-1 


Assim, a condição- 8 <h-—1 « 5 acarretará que 
a*-1<h-1<a'-1 


Demonstração 


Lado c>0. seja 5 =minfa* 1, 


a“-1<h-1<a'-1, donde a” «h<al eassim -e<log,h<z, ou seja 


|logah|<E 


a = , resultará 


as ll. Se OQ«lh-1|<ã, tem-se 
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Consequência 
Uma consequêincia importante da continuidade das funções logarilmicas Ê 
expressa pela seguinte propriedade 
Se lim ftgy=L> 0, então lim loga ftx) = loga L. 
X-+%s £—X 


Em particular 


Se lim f(x) = 1, então lim log; f00=0 


9.9 — LIMITES DAS FUNÇÕES LOGARÍTMICAS PARA x > + w0uX > 0+ 


Teorema 


Sea > 1, tem-se 


lim log,x=+o e Im log, x = —s 
x m—ll+ 


Xs +00 
SeU<ax<,tem-se 
lim log, x=-co e limlog,x=+72. 


Xana x>+ 


Provemas o teorema no caso a > 1, deixando para o leitor o caso 0 <a <1. 
1.º) Demonstremas que, sendo a > 1, tem-se 


lim log, X = +0 

Ho-se A 
Devemos provar que, dado N > 0, existe M > O tal que se x > M, lem-se 
log, x >N. 


Basta tomar M=a">0 e teremos que se x>M=a", ertão (sendo a > 1) 
log, x>N. 


2.º) Demastraremos que, sendo a > 1, tem-se 


lim =— 
pn 5g.. 


Devemos provar que dado N> 0 existe 5 > 0 tal quese 0O<x< à tem-se 
log; x <-N. 


Basta tomar &=a">0 e teremos que se 0<x<BE=aN, então (sendo 
a>1) log, x<-N. 
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Consequência 


Uma consequência do teorema acima é expressa pela seguinte propriedade 


Se f(x) -» +, então 
para a > 1, tem-se log, f(x) > +; 


para0<a<1, tem-se log, f(x) > -=. 


Se f(x) > D+, então 
para a > 1, tem-se log, f(x) —» 


paraD<a<1 tem-se log, f(x) => 40. 


Exercicios Resolvidos 


w -8 


9 72) Calcule lim lay, ——=—— 
E! x*-2xº +4x- 8 


Solução 
Temos 
xX-B=(x-2)(x) +2x+4) e x!-2w+ax-B=(x-2)pó+d) 
donde 
w$-s xs Zx+4 
W-2x] +4x-—B x +4 


Esta expressão tende ao limite - se x— 2. Ássim 


lim log SD o 
ao2; dx! 2x 4x—B 


9733€ lim log, cosx, 
3 Calcule go! U> 
Solução 


Se x — O, tem-se cos x — 1. Assim 


lima log, cos x =l09,1=0 
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9.74) Calcule lim togc 1 : 
X-s=a YX 
Solução 


| 1 
Sex>-r tem-se — > 0+ Assim, lim log, — =- 
E-s=m 


tx| |X| 


9 75) Calcule lim lo xi +1 
É HICUIE a => 
*osm dd 


Solução 


Rai 
Sex-+»- temse — 


Exercícios Propostos 


Nos exercicios seguintes, de n.º 9.76 a 9,93, calcule os limites indicados. 


425 Bene Kg 
S 77) tim! 2 43x +1 
a AA g 8s)lim log, (x? +x+1) 9.89) lim log, 5 —— 
g xs l xes+m x -x+1 
E 1 
2:78) lim log; x Say alga 9,80) lim fog, 
irá £=.51 *Bwx—l Ts. 4 
3 2 1 
2.79) lim log, x 9.85) lim log, Ea a 9.91) lim log, = 
Dos dedo xd 5» —-Sx+4 Ret aí 
9.80) Jim loga X 9.86) lim log; sen 9.92) lim logs tg x 
+ "a a vá 
9.81) lim log, x 9.87) lim log, tax 9.93) Jim fog, tgx 
tida 2 = nero 7 


2 
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9.10 - FUNÇÃO DE VARIÁVEL INTEIRA 


Seja f: À —» R uma função tal que À c £ Como o domínio desta função é um 
conjunta de números inteiros. as definições de limite vistas alê agora não se aplicam, 
pois o domirio de f não pode conter uma vizinhança de um ponto x,. ou de + =, ou 
de — ms, 

Admilamos que exista um número inteiro ny tal que mumero inteiro n>n, pertence 
ao dominia A da função 1. Neste casa, é possivel definir o 


lim f(n) 


Ms em 


Analogamente, se existe n,e Z tal que o domínio À contém o conjunto 
jnez|n«<nç. é possível definir o 
Jim mn) 
As definições ficam assim: 
19 Dizemos que lim f(n)=1 se dador > 0, existe M > O talquesen>M, 


tem-se 
| ffnj-L | <E 
2.) Dizemos que dim dn J=L se dadoe> 0, existe M > Otal que se n< — 


M, tem-se 
| f (n) -L] <E 
Definições análogas podem ser dadas para Os casos 


limtf(nj=+o ou lim ff(nj=+s 


Ts, 


9.11- 0 NUMERO e 


Consideremos a função f:N' —» k dada pela expressão 


-=— 
Ss 
A 

pm 

3 1 - 


Podemos provas que existe O 


n 
lim (1+5) 
se £ rn 


Este limite é um número que desempenha um importante papel de Análise 
Matemática. É, habitualmente, representado pela letra e, e tem-se 


ex 2, 71828182B459045235 
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O número e é irracional. 


poa e Re ue 
Para demonstrar a existência deste limite, utiliza-se o teorema seguinte, G 
apresentamos sem demonstração. 


Teorema 


4 


Se f' -»R é uma função crescente e limitada superiormente EM Nº, então 
existe O 


lim f(n)=L 


A+» 


Além disso, se f(x)s M paratodo ne Nº tem-se L SM. 


Aplicando-se este teorema, a existência do limite 
n 
im (1 + E 
ficara estabelecida quando provarmos que: 
n 
1.º)%a função f:N' > & dado pos ffn) = (1+5) é crescente, 


2.º) f é limitada superiormente em Nº. 


Demonstração do 1.º 


Pela fármula do binômio de Newton, temos 


E) o) 


Nesia soma, uma parcela qualquer se Escreve: 


Md mb AA ain=)(0=3) for 
vp) nP plin-p)! nº pi nm non 
af (e) 1d) (102 
pt AAA MA TRy vn 


Vê-se, então, que aumentando-se hn. cada fração de denominador n decresce. 
Asism, os fatores deste produto aumentam. Este fato garante que a função dado par 


f(n) (1.2) 


É crescente, 
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Demonstração do 2.º 


Retomando a expressão 


podemos notar que 


(1-2) (1-2) (1-5) ac (1-2) «1 
n n n À n 
pois cada fator, isoladamente. é menor do que 1. Alem disso, coma 


pi=1.2.3.4-.5-..-tp-D-p> 


SID DDD =D 


lemos 
1 1 
— T — 
pr 
Então 
n) a 1 
Pp) nº qu 
Assim 
[+ a RL RED - À = 
n) a) o" Ee a Eos Aid 
4 
a Ee 
Ea L 
= 1 + Due a- E «a 
à [Re 
2 
isto é, a função dado por 
[a] 
sabias! 
* Wj 


é limitada superiormente. 


As duas demonstrações acima garantem, portante, que existe O 


Lu) 
lim (1+5) 
=." n 


e ainda que esse limite não é maior do que 3. Trate-se do número 


e = 2, B261828459 
185 


já mencionado anteriormente: 


an 
lim (1+5| =e 
n/ 


n-+ 0 


Vejamos agora outros exemplos de limites que são iguais a e 


4 nek 
1.) lim (145) =e (keZ) 


fis. 


Demonstração 


neck n k 
1 
lim (145) = lim (1+5) “Jim (1.5) =e-1=e 
Li À n os x n +". n 


2º) lim [1+ ! | -e (keZ) 


N5+us n2k 


Demonstração 


Façamosn+k=m, donden=m-k Sen>5 +w é claro quem 5+9. 
Assim 


1 n 
3.º) lim (145) =e 
X-+-o 


Demonstração 


“açamos n=-m. Se > — «o, é claro que m > + o. Assim, 


Mas 


donde 


Po. 1Y 
im [1+= | = lim/1+ =a 
fe n Ms. a m-? 
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ANE 
A) Sea ti ASR, fix) = e . cujo dominio 64 =Z-—[-1,0)]. Tem-se 


ms dig! 
im (145) -e 
1 ta k 
nm láct)] me quem 
a À x) 
E OR: 
a) im [4+ | E (k e E) 


Demonstração 


Seja n=[x]. isto é, seja no número inteiro tal que 


ne£xen+? (xe A) 


Então 


Sex> 1, temos n?Z1, donde 


e ainda, com maiar razão 


(1) (11) s[1+5] 


“ma ns1 
Como lim (144) = lim (145) = e, resulta que (pelo teorema do con- 
sem n+1) Ls nm 


fronto) que 
O] 
lim (1+5) =E 
+ & x) 


As demais partes podem ser provadas com os mesmos artíficios utilizados nos 
casos anteriares. 
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t 
5.º) lim(1+x)* = e 
x—0 
Demonstração 
1 E 
Façamos X=—, donde À = y. Sex — 0+, éclaro que y —» + me, se x— Br, é claro 
Y x 


que y > — 0, Assim 


, 1 
lim (14+x)z = lim [15 =e 


= alla py... 
1 "fá 
e lim (1+x)= = lim [15] =8. 
N— O - y—- YJ 
Portanto 


; 
lim[i+x)x=e 


e-+D 


6.º) Se lim f(x) = +co então 
K-"Kg 


Q mesmo é verdade se x —» + co, ou para limites laterais x — X + OU X— Xg—. 


?“jSe limuíx)=L,e lim v(x)=+o, então 


j ix) 
E LLX 
lim fre) = el 
= 1 vi) 
Demonstração 
Façamos vix) e” É dam que fix)» *0 donde 
vix) t(x) 


/ Hx) 
| 1 
lim !1t+— =e 
nox l f(x) 


eque vix)=f(x) u(x). 
Assim 


Para finalizar, eis aqui o aspecto que apresenta o gráfico da função 


ERA, >. t6)-(1+5) 


onde se pode ver que: 


nd 


ans Quis aequo aasnascuancunaasoacaneos 


a 


9.12 - LOGARITMO NATURAL 
Consideremos o número e. À expressão 
log, X 


é chamada logaritmo natural de x (ou logaritmo neperiano de x) e é comu- 
mente indicado por 


In x 
Teorema 
a* 
Sendo a > 0, tem-se lim Ina 
x-0 X 
Demonstração 


Suponhamos, primeiramente, que a é 1. Façamos y = a“ —1. Dai, vem 


a“=1+y e x=log,(1+y) 
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Sex -— O, é claro que y > OD, Ássim 


1 
im loga (1+y) 


No caso a = 1, temos também 


Exercicios Resolvidos 


9.94) Calcule lim (1-5) 
X 


X-+e& 


Solução 
S 1 

Fazendo --=- temos x=-5 
* o y 

Assim 


1 
3.95) Calcule tim (1 + Zx)x 


Solução 


RR 
Fazendo 2x = y, lemos — =— 
CE 


E e 1 
lim (1+ 2x)x = a tie v) tm ten 
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— mil = jim ——————— 
x50 X v=+0 log, [1+y) v-0 ! log, [1+ y) 


4 


lim 


pec bo cai = Siga go 


1 
im (1 
log, Jim ( +y) 


Ai lim 0=0=Inl=lIna 
E —] a x—D 


y logo, sex > + mn, tem-se y > — o, 


- Sex> 0, tem-se y — O. Assim, 


2 “Z 


= e” 


«dz 
9.96) calcule lim [2X=1) 


rh Zea 1) O 
Solução 
x—1 1 
Façamos =1+-—, donde obtemos 2x= 2y— 1. Sex > — 2, tem-se 
2x +1 Y 
y5oto, 
Assim 


ini) edmls) 


" 


8.87) Calcule lim [1+3t0? x) "97. 


Solução 


1 
Façamos 3tg” X= y | donde cotg” x=9y. Sex > OD temos y> + ra ÁSSiIm 


2 dy i 
lim (1+31tg?x) anda] os 
A] Y- y) 


= 


9.98) Calcula lim 
x—0 4 


Solução 


Sendo a=e*, temos 


; -1 x 
lim =Ina=zine?=-3 
“= YW E) o *W 


9.99) Calcule tim MUL+ x) 
u=0 


x 
Solução 
Inf1 , 
Temas, us dê a In(iex)=In(i+ x)” 
x 
donde 
“o ntt+ À 
fim limil+x)t=Ine=1 
x bo “O 


191 


ax bx 


8.100) Calcule lira 
ú—a 


Solução 
ee” Mt 4 e” 1 
Como ——— = — | temos 
á x x 
ma A] EF bi Es 
lim E = Jim a ima dm e'-Inet-a-b 
20 " 2-0 


9.101) Calecute lim n(Ja-. (a>0) 
n 


=. + £ 


Solução 


— n4 4 
Como n(va -1j= É “.sefizemos Xxz —, paran> + terembs x + 0 +, logo 


1 n 
n 
E — . qt-1 
lim n($a-=1)= lim =Ina 
== + ta gr] 
ds -E 
9.102) Calcule lim — -< 
“«—>0 sen 
Solução 
= 
THEM. o Sae 
Temos =—— donde 
senx senx 
x 
meses 
E 1- ii —+ sa di 
lim É EO E ga 4 
20 senx fim SEN 1 
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Exercícios Propostos 


Nos exercicios seguintes, de n.º 9.103 a 9.132, calcule os limites indicados: 


9.103) lim [4--L] 9.114) tim x j 9.125) lim !99(1+103) 
eme 3X) eosmix+1 10 x 
8 n27-3 
9.104) lim +] 9.115) lim (= x ) 9.126) im n t=x 
pio Rs edi e 
j ves o n(t+x 
9.105) lim (12) 9.116) lim te 5) 9.127) lim (=>) 
Eoest x ça x>0 senx 
1 x 
9.106) lim (15) 9.117) tim [2X es ao) im ltlte) ) 
a aba «À 3x -4) Ad 
x+3 q2x+4 % 
9.107) lim (1+5) 9.118) lim (es) 9.129) lim In(1+e”) 
ie <a 4 Eo- clx+5 E x 
9.108) lim (4,2) 9.119) (3x— ay ao int 
ser=ol 3x) Ena +2) , + 2x 
1 : 3sec x E ar =x 
= 9.120) lim (1+cosx) m|e te Ma: 
9.109) lim (14 x) e 9.131) lim, E Ri 
2 N 
A A e! -e* 
9.110) lim (1- 2x)* 9.121) lim (1+ senx) 9.132) lim - 
x0 x—0 «ne*+e 
2x — e*-e* 
-1 
9.111) lim ps 9.122) lim 2 (a>0) 9.133) Rubi e 
aeel x-1) x0 X 
e! — elx 
o. 9.134) jim —— —— 
9.112) lim al 9.123) lim É Ê so solidk= sen [5x 
roenix—1 x—>0 x 
9.113) lim [> =) 9.124) dim x[in(x+)-Inx] 
s>-n1i 2 
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Exercicios Suplementares 


Il.1) Seja f: R — R dada por f(x) = 2x) +x+3. Prove que limf(x)=6, utilizando 


diretamente à definição de limite. 
1.2) Seja ft: RR t(x)=—. Prove que lim f(x)=2. utilizando diretamente à 


x 


x | + 


defirição de limite. 


xy? 


1.3) Seja (R-MSE, tp) => . Prove que limf(x)=5, utilizando 


diretamente a definição de limite. 


1.4) Seja f: R. > BR, f(x)= x. Prove que lim f(x) =1, utilizando diretamente à 


definição de limite, 


1.5) Seja ft: > fx)=Yx, Prove quelimf(x) = 2, utilizando diretamente 3 


definição de limite. 


1.6) Seja f:R > R, t(x)=2x+3. Prove que f é continua em R, utilizando dire- 
tamente a definição de continuidade. 


- Prove que f é continua em 3, 


Emo 
7) Seja ER-[-N5E, (=D 
+ 


4 
utilizando diretamente a definição de continuidade. 


1.8) Seja f:R > R. f(x)-2x24 x. 


a) Calcule f(x)-f(1) e fatore essa diferença. 


b) Demonstre que, se [|x—1| < tem-se 


xl<5 e ltG)-HD[<12-[x-1] 


c) Deduza que f é continua ponto Xç=1. 
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Nos exercicios seguintes, de n.º I1.9 a 11.18, calcule cada limite indicado. 


& 4 
1.8) lim SR! 11.13) lim E tê 
j E= 
*-15 dx —1 s=+-2|x|-2 
3 
o À E 2 Es 
n40) tim 0 + Ia E Es 
nb x nal x=1 
: = tá 
DR rea RA aa 
a RT 1.45 my SETE 
Es a/ 
1.12) lim Ve 11.16) tim Sto 
rot fx — 1 0 y1+x-1 
Mme ss 11.18) Era ee a 
“1 x* — 1 e 2 
1.19) Sejaf:R > R dada por 
Yx = 1 
| sex=1 
FoJ)=4 *—1 
k , sex=1 


Deiermine k, para que f seja continua no ponto Xg=1. 
1.20) Calcule a e b, sendo 


ax? +(Jas 1)x+ 3 


3 
=! bxls(2-bjx-2 2 


4.21) Determine um polinômio f(x), de grau 3, sabendo que 
fix fix 
jim 10] = lim Lis = A 
aizx>—) 2 Ix+A 
1.22) Determine um polinômio f(x), de grau 3, sabendo que 
x 
ig 00 2 e Tim 1 
Nose tmp] 


[1.23] Seja fix)=x]+2u+4. 


ti -T(3) 
(3+h) ( * = À 


a) Calcule lim 
| 


bi Calcule lim 3 UErndrt(s) A | onde À é o valot calculado no item 
h> à 


h 


antenor, 
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Nos exercicios seguintes, de n.º I!.24 a 11.27, calcule: 


a) lim F(x) 


b) lim f(x) 
no ponto x, indicado. 


x = [x] 
[1.24 =——. = = 
tas x +[x] *o - 


11.25) f(x) = EI x =0 


= 
11.26) f(x) = E TEST xo =-2 


7 1 


(1.27) f(x) Esta Ee 
xº — 


1 


[.28) Seja f: E — E, dado por 


x +ax+a+1, para x<1 


f(x) =- 3, para x=1 


*-(b+ix+b, para x>1 


c) lim f(x) 


a) Determine a. para que f seja continua à esquerda em xp =1. 


b) Determine a para que exista lim FOX). 
K—k 


c) Pode f ser continua no ponto x, =1? 


Nos exercícios seguintes, de n.º | 29 a 11.34, calcule os limites indicados. 


2 
| nús | -4 
[1:25 ja SC =br co 11.32) lim 
mo (x—1) x—3 |x—3| 
— 2 — 
11.30) lim 25 2x la95 tips se 
4a 1— 3 a 2 Za 3- (3-x) 
3— 2x “= 
W.31) lim —D DO. 11.34) Jim (a > 0) 


=-2 (x + 2) 
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x-De (x 2") 


Nos exercicios seguintes n.º 11.35 a 11.41, calcule: 


a) hm f(x) b) lim f(x) 
1.35 r da x+2 (1, — EX + 22X + T)3X — 5) 
ado W$+2 co 2x) -x+1 
n.36)t(x)=Vx+2-Vx)-2 3931 (x) = x? + 2x - x 
2 fas 
HIP r(x)= 4x5 (ia fiçaa) ES 
3 — Jxº +1 


11.41) f(x) = AR 
x x- 


11.42) Calcute lim [ocem, 


x+2 


11.43) Determine a, sabendo que 


Nos exercicios seguintes, de n.º || 44 a 11,48, calcule os limites indicados. 


x a 
11.44) lim —— 11,4%) lim SO * 
1- genSx s.31-senx 
2 
— lg4x . 4 
11.45) lim É 11.48) lim —SSTE 
"50 tg Bx a ,31-Jêcosx 
a 


11.46) tim EE 
a) dx + 2-2 


Nos exercicios seguintes, den.* || 49 a 11.53, calcule os limites indicados. 


W - 64 
Eid 
(1.50) lim 32 11.53) lim Copo a 
se 
im 
1.51) tim 22-* 


E-+= 
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Nas exercicios seguintes, de n.º [1.54 a I[.56, calcule 05 limites indicados. 


11.54) lim log, x 
x-Q: - 
E| 


x -9 


11.55) dim l09;;, =——— 
fogao XxX -5x+68 


IL.56) lim Ing SeLx 


1 
ns - 


2 


Nos exercícios seguínies, de n.º 11.57 a 11.63, calcule os limites irdicados. 


3Y 2” -8 
1.57) 1 (4 Eres === 
Rh 1) 11.61) im x-3 
1 f= x 

11.58) tim (1- 3x)2x 11.62) lim —— 
“0 sx: É 


11.59) fim (3X22) 1.63) line 63-50 ftn e 3)-0n x] 
b : += 


aoesl 3x +2) 
EA a 


x+6) 


1.80) lim | 
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PARTE II 


Derivadas 


Capitulo 10- Derivadas 

Capitulo 17 —- Algumas regras de derivação 
Capítulo 12- Derivada de uma função composta 
Capitulo 13 - Funções inversas e derivadas 
Capilulo 14- Algumas aplicações das derivadas 
Capítulo 15— Variação das funções 


Capitulo 


1 0 Derivadas 


10.1 INTRODUÇÃO 


O conceito de limite, estudado nos capitulos anteriores, é a base do chamado cálculo 
infinlesimal que, ao surgir, era constituido de duas partes aparentemente distintas: o 
cálculo diferencial e o cálculo integral. No entanto logo foi mostrado (através do 
Teorema Fundamental do Cálculo, que será visto no capitulo 18) que estes dois 
cálculos estão intimamente relacionados. Neste capitulo, com a definição de 
derivada, damos início ao estudo do cálculo diferencial e nos capítulos 16, 17 e 18 
apresentaremos noções do cáleulo integral. 


10.2 RETA TANGENTE A UMA CURVA 


Um dos problemas que levaram à definição de derivada foi o da determinação da 
equação da reta tangente a uma curva plana em um ponto. Este problema é de 
resolução simples no caso de uma circunferência (veja capítulo 11 no volume 6 desta 
coleção) mas já não é tão simples nc caso de outras curvas. 

Vamos incialmente esclarecer, de modo informal, a que entendemos por reta 
tangente a uma curva. Em Geometria Plana costuma-se definir a reta tangente à 
circunferência come sendo a reta do plano da circunferência que encontra a 
circunferência em apenas um ponto (figura 1). Essa é uma boa definição para a 
circunferência mas já não é boa para outras curvas. Consideremos por exemplo os 
casos das figuras 2 e 3. 
Na figura 2 a reta t é tangente à curva g no ponto A, mas encontra a curva em mais 
de um ponto. No caso da figura 3, a reta s encontra a curva h em apenas um ponto 
mas não é a tangente à curva nesse ponto, Precisamos então de uma outra 
definição que sirva para qualquer caso. 


OnNacda 


(Fig. 1) (Fig. 2) (Fig. 3) 
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Consideremos uma circunferência C e uma reta t tangente a ela no ponto À. 
Em seguida tomemos sobre € um ponto P distinto de A: os pontos À e P determinam 
a reta s (figura 4). Suponhamos agora que o ponto P “aproxima-se” de À como 
mostra a figura 5. 

A figura 5 mostra que s “aproxima-se” de t. Temos então a nova "definição": 


a tangente t no ponto A é o “limite” da reta s à medida que P “aproxima-se” 
de A (se esse “limite” existir) 


A palavra “limite” foi aqui usada de um modo informal; porém mais adiante 
tornaremos nossa linguagem mais precisa. 


s 
(Fig. 4) (Fig. 5) 
Exemplo 


Consideremos o ponto A sobre a curva y. Em seguida consideremos sobre y o ponto 
P distinto de A. Os pontos A e P determinam a reta s. Fazendo P aproximar-se de À, 
a reta s aproxima-se de t que é a reta tangente à curva no ponto A. 

Devemos deixar claro que só diremos que existe a tangente à curva no ponto À, 
quando a reta s aproxima-se de uma única reta t, à medida que o ponto P aproxima- 
se de A, por qualquer um dos dois lados. É o caso, por exemplo, da figura 6. 


(Fig. 6) 


No entanto, há casos em que, dependendo do “lado” pelo qual fazemos o ponto P 
aproximar-se do ponto A, obtemos uma “reta limite” diferente. E o caso, por 
exemplo, do ponto À pertencente à curva y da figura 7. Ao fazermos o ponto P 
aproximar-se do ponto A, obtemos duas retas limites: tt e t, (figura 8). Neste 
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casa dizemos que não existe a tangente no ponto A. Podemos no entanto dizer 
que existem duas tangentes laterais: t, e t,. (Temos aqui uma analogia com os 
limites laterais.) 


Vejamos agora o caso em que o ponto À é extremidade da curva (figura 9). Neste 
caso, obviamente, só podemos fazer o ponto P aproximar-se de A por um dos lados, 
obtendo a tangente lateral t (figura 10). Diremos que essa tangente lateral é a 
tangente no ponto À. 


(Fig. 9) (Fig. 10) 
Para finalizar este item, citemos o caso 
em que a ponto À está no interior de dd A eo ee NR. 
um segmento de reta. Neste caso a , t 
reta tangente t é a reta suporte do 
segmento. 


10.3 - RETA TANGENTE AO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


Vamos agora o resolver o problema da determinação da equação da reta tangente a 
uma curva em um ponto A, no caso em que essa curva é o gráfico de uma função. 
Caso a curva não seja gráfico de função (como por exemplo no caso de uma 
circunferência ou uma elipse) podemos dividi-la em “pedaços” tais que cada pedaço 
seja gráfico de uma função. 
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Consideremos então no plano cartesiano, um ponto A pertencente a paia e 
seja o gráfico de uma função f e a reta ttangente a y em A. Vamos supor inicialmente 
que À não seja extremo da curva e que t não seja vertical. 


y, 


a : h 
(Fig. 12) (Fig. 13) 


As coordenadas de A são a e f(a). Assim, conforme sabemos da Geometria Analítica 
(ver capitulo 4 do volume 6 desta coleção), a equação de té 


y-f(a)=m,(x-a) (10.1) 


onde m. é o coeficiente angular de t. Portanto, para solucionarmos a problema, só 
nos falta obter m,. Sendo h é 0, consideremos sobre y o ponto P de coordenadas 


a+he fla + h), de modo que os pontos A e P determinam a reta s. O coeficiente 
angular de s é 


— a+h)-fla) fla-h)-f(a) 
à (a+h)-a é h 


Ao fazermos P aproximar-se de A teremos: 


h tendendo a zero 
s tendendo a t 
m, tendendo a m, 


Assim podemos definir m, por 


m, = lim 
h=0 


f(a+h)-f(a) 
h 


(10.2) 


se esse limite existir. 
Exemplo 


Vamos determinar a equação da reta 
tangente ao gráfico da função 
f(x)=x? no ponto A de abscissa 3, 


Como f(3) = 9, o ponto A tem ordenada 
9 e a equação da reta t, tangente ao 
gráfico em A é: 


y-9=m,(x-3) (1) 
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Mas. de acordo com a fórmula 10.2, lemos: 


AZ 2 
Ea 3 +M=-H3) 2 (3+hy-3 é 
Con] h n h 
= G+Bh+h up Bh+h = im(6+h)=6 

= h HH h — 

Substtundo em | obtemos 
y—-8=B(x- 3) ou  y=8x— 

ão lenlarmos calcular ao limite da y 


fórmula 10.2 pode acontecer que obte- 
nhamos resultados diferentes hn —» 0 + 
e h>0-: neste caso teremos quas 
tangentes laterais distintas (veremos 
um exemplo no exercicio 10.7). Pode 
acontecer também que o limite ca 
formula 10.2 seja infinito (veremos um 
exemplo no exercicio 10.8); quando 
isso occrrer, em geral a tangente será 
vertical (como, por exemplo, no caso da 
figura ao lado). 


10.4 -DERIVADA DE UMA FUNÇÃO EM UM PONTO 


(Fig. 14) 


Considermos uma função f definida em uma vizinhança do pento a. “Inspirados” na 


fórmula 10,2 definimos; 


A derivada de fno ponto a é o número f(a) dada por 


fa) = hi 
had 


se esse limite existir e for finito. 


m fla bio 


Observemos que a definição é dada de modo que f'(a) é o coeficiente angular m, 
da reta tangente ao gráfico da função no ponto (a; fia)). 
Sendo y= f(x) façamosh=ax=x-a(oux=a+hjeay=af=f(x)— fla) Com 
isso, a definição de derivada t'(a) pode ser escrita de outros modos equivalentes: 


Maj = lim SEL de deb. 


Eu PARA 


af 
— = lim— 
a44=0 AR 
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Podemos definir também as derivadas laterais A derivada à direita e a derivada à 
esquerda no ponto a são definidas respectivamente por: 


 Harh)-fla 
Tita) = ftp He trio to) e fita) - ig Metmictel 


Se esses limites existirem e forem finitos. Portanto, para existir a derivada no ponto 
a, devem existir f. (a), f' (a) e devemoster Fi (a)= f' (a) = f'(a). 


Dizer que f é derivável no ponto a significa que existe a denvada no ponho a 
Suponhamos que a função f esteja definida em um intervalo fechado [a bl , 
Dizer que f & derivável nesse intervalo significa que são verificadas as três con 
dições a seguir: 


1.º) f é derivável em cada ponto no interior do intervalo: 
2.º) f é derivável à direita no ponto a, isto é. existe f'. (a); 


3.º) f é derivável à esquerda no ponto b, isto é, existe f'(b). 


Exercicios Resolvidos 
10.1) Dada a função f(x)= x? + 2x, determine: 


a) fº(1) 
b) a equação da reta tangente ao gráfico de fno ponto de abscissa 1. 


Solução 
a) Temos 


UN)=P+2m=3 
fO+h=(+h42M+h)=h+4h43 


Fortanto 
Ht+h)-r(1)= [nº + an+3)-(3)=h2 04h 


Assim 


: ce 2 
= jim Meme À ia ipa 
Gi h 50 h h 0 
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5) O gráfico da função & uma parábola e 
o ponto de abscissa À é o ponto A(Í; 3). 
A equação da reta t, tangente ao gráfico 
em à É 


y-ã=mix- 1) 
onde 
m=f(t)j=4 
Portando ablemas 
y-324 (x= 1) 
ou 


y= dx— 


10.2) Sendo r(x)= x? , calcule f'(a) onde a é um número real qualquer. 
Solução 


[aj=a? 
|fta +m=(a+hy=a*+32h+3ahº+hº 


Farh-fta) (a2+39%h+3ah? h')-(2?) Jahr 39h? +hº 
h há n iá h 


Assim 


3aºh + 3ahº + hº 
m DD = 


h 


f'(a)= lim lim 


fla+hj-fia) 
— h e 
= lim(3aº + 3ah + hº) = 3aº 


Compare este exercicio com o exercícia 6.39%. 


esa m Xx* 2), calcule f'(4). 
A fco NE e f'(4]) 


10.3) Sendo f(x) = 


Solução 
4+2 6 
tiá)= ae 
o-55=5=3 
lirástijo 42 6a 
| 4+h-2 24h 
B+h 
E E een r 
pjsiim DE qe DES gi E uol 
HH h = h h=0 2 +h 


eb? 


10.4) Dada a função f(x) =x, calcule f'(2) 


Solução 
f(2)=2 
f(2+h)=2+h 
t'(2) « lim MESMI= Ro) 
h50 h 
Si CE o fia Mat 
h 50 h h=>0 h 


Na realidade, é fácil concluir que, neste 
caso, para qualquer a e R, teremos 


f'(a)=1. Graficamente isto sig-nifica que 


a tangente em qualquer ponto tem 
coeficiente angular m = 1, o que já era 
esperado, pois o gráfico de f é a reta 
bissetriz dos quadrantes ímpares, que 
forma com o eixo Ox um ângulo 8 = 45º, e 
sabemos quem=tg0=1. 


10.5) Consideremos a função constante f(x) = 2. Calcule f'(3). 


Solução 

[ft3)=2 

[E(3+h)=2 

fa) = lim MLUAO) - mt? o 
h-»0 h5o h 


Neste caso é fácil concluir que, para 
qualquer ae R, teremos f'(a)=0. Isto 


significa que em qualquer ponto a reta 
tangente ao gráfico terá coeficiente 
angular m = 0 e portanto será paralela 
ao eixo Ox. Já deviamos esperar isto, 
pois o gráfico de f é uma reta paralela ao 
eixo Ox. 


10.6) Dada a função f(x) = - x, calcule f'(a), onde a é um número real qualquer. 


Solução 
[fla)=-a 
Lfla+h) =-(a+h)=-a-h 
fla+h)-f(a)=(ca-h)-(-a)=-h taipa fa e tte) unha = fim 2 Se 
h=0 à] n=-0 
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Neste caso, para qualquer a «e K temos 
f(a) = -1. Isto significa que em qual- 
quer ponto do gráfico, a reta tangente 
tem coeficiente angular m = —1. 

Este fato já era esperado, pois o gráfico 
de fé a reta bissetriz dos quadrantes 
pares e forma com o eixo Ox um 
ângulo 0=135º, portanto, seu coe- 
ficiente angular é m = tg 0 =—1. 


10.7) Dada a função f(x) = | x |, determine f(0). 


Solução 


froy=[0]=0 E 
|O +h)=[0+h|=|h] APR A PS 


Supondo que f'(0) exista, deve- 


mos ter a 
f'(0) = lim drtto E 


h>Q 


x 


im API 
h5o h 


No entanto esse Iimite não existe pois os limites laterias são diferentes e, assim, 
não existe f'(0); mas podemos calcular as derivadas laterais. 


a)Parah> 0+temosh>0 e |h|=h; assim 


afigio lim ai 
(.(0) = lim Si= tim = 
b)Parah> 0- temosh<0e|h|=-—h; assim 
nos imill= qa Ds 


h50- h h>50- h 


Potanto, no ponto zero não existem a 
derivada e a reta tangente, mas existem : 
as derivadas laterais e as tangentes T 


laterias t, e t, cujos coeficientes angu- 
lares são respectivamente 


m=€,(0)=1 e m,=f'(0)=-1 


(ver figura). 
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10.8) Dada a função t(x)= Yx , determine f'(0). 
Solução 


Íreo) =%Y%0=o0 


Se f'(0) existisse, deveriamos ter 


r(0) = jim (Or) HO), ho 
| Fi h=-0 h n=0 h 


1 
— ds sy = 


Tevonavesaame antas neannannare enero a) 


1 Eee 
Mas acontece que o Es) = e portanto não existe f'(0). O fato de o limite ser 
+ Yin? 


infinito, significa que, no ponto zera, a reta tangente ao gráfico da função é 
vertical, isto é, a reta tangente é o próprio eixo dos y e sua equação é x= 0. 


10.9) Dada a função f(x)=%x, determine f'fa) onde a é um número real 
qualquer não nulo, 


Solução E 
- fim fath-?a de (1) 


h-O 


Fa)=- Et f(a) 


Vamos racionalizar o numerador da aa usando a identidade 


3 


(xoy)feypry="—y 


Yash-Ya Ya “Vash-Ya ja Pa-nf +Ja+h . Yas Ya? 
a AR e a asda 
(ta+h)-(a) 


h/s (a+nP e gtasia sda?) fact? ta+hj E RE a?) 
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suostituindo em l, temos 


F(a)= lim n lim ie ca á 
aus asda) EF pre PESE 3) 


1 
aa Ja Je 


Compare este exercicio com o exercicio & 32h. 


10.10) Consideremos a tunção f(x) = x | comx e E.. Calcule f'(a), onde a e um 
número real qualquer tal que a > 0. 


Solução 
ne 7] — 
ria) l pcs f(a) li Vash-da 


O im (1) 


Vamos racionalizar o numerador da fração, usando a identidade 
(xe yjax -y*. 


Varh-ya Jach-va vathsda (a+hj-a 


Cho h “danada Head 
é h 
htivarh+ va) 


Substituindo em |, temos 


h 1 Ú 1 
T'ta) = lim — ==> = lim = ja 
ta) se Vash+ a) no arheva varva 2va 


Compare esle exercicio com os exercicios 6 16 e 6 38r. 
10.11) Consideremos a função dada por 
para x=>3 


fix) = 
std e para x<O 
Verifique se existem as derivadas laterais No ponto x= 3. 


Solução Y, 


Y e 
Para h > O termos 


[H3) = 2 
H3+h)=2 
x 
Assim 
uretra BSM qm 22 
LT h td da h 


Portanlo, existe a derivada à direita no ponto 3 e essa derivada é nula. 
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f(3)= 2 
Para th <= DO temos (8) 

Hi3+h) = 1 
Assim 


f“(4) = dim fi3 + ho fio) À 


E 1-2 
tim ———— e je YO 
n=0- H h=à- h 


Portanto não existe a derivada à esquerda no ponto à. 


10.12) Considere as funções Fe q dadas por 


. 2 
|x?. sen>, se x=0 x. senó, se xz0 
fix)=: e g(ix=: x 
0 , Se Xx=D | O |, sex=0D 
Calcule 
a) F'(0) b) g'(0) 
Solução 
1 
hº.sen--D 
= =, 4 
a) 1103 = im MODO pm = tm lh - senç] 


z Emite: : : 1 o 
Mas a função seno é limitada, isto é, temos = 15 sen s 1e portanto o limite 


icima é nulo. Ássim, f'(0)=0. (Veja o exercicio 4.33) 
| 1 
h-sen -Q 4 


lim-—— 2 “=Jimsen- 
h= h n5D h 


— XO+h)-g(D) 
bg dio bao à Da 


“orém este último limite não existe e assim não existe g'(0). 


Exercícios Propostos 


10.13) Dada a função f(x)=x*- ax, determine: 
a) 1'(-2) 
b) a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa — 2. 


10.14) Sendo f(x) = x? + x?, calcule f'(a) onde a é um número real qualquer. 


10.15) Para cada função a seguir, calcule a derivada no ponto a dado. 


ajfix)=2x), a =-1 dDt(x)=[|x| a=-4 
bite ==; a=3, estb)=vx: a=5 
c(x)=|x| a=4 pfix)=vx-1; a=2 


aiz 


10.16) Consideremos a função dada por 


2 
fb)s x , pataxz1 
-x:2, para x <1 


Esboce seu gráfico e em seguida determine: 
B) Fº. (1) 
b) .(1) 


c) equação da rela tangente ao gráfico, à direita, no ponto de abscissa 1. 
0) equação da reta tangente ao gráfico, à esquerda, no ponto de abscissa 1. 


10.17) Seja a função dada por 


=", para xz1 
-x+4d, para x< 


Esboce seu gráfico e em seguida determine: 


a) E. (1) bj Fm 


10.18) Dada a função f(x)=Yx—2 determine: 


a) f'(2) 


b) equação da reta tangente ao gráfico no ponto de abscissa 2. 


10.5 — CONTINUIDADE E DERIVADA 


Teorema 
Se existe ['(a], então f é continua no ponto a. 


Demonstração 


Suponhamos que exista f'(a). Temos então 


fa) - lim “2 rbotte] - im fUO-fia) 


= x-a 


De acordo com q que vimos no capitulo 5, pata mostrar que ft à continua nó ponto 
a, devemos mostrar que lim f(xj=f(a). Assim 
xa 


lim f(x) = lim (f(x) ta) + f(3)] = lim pedi ix-aj+fia)|= 


- im LU -T(2) . qm(x-a)+r(a)=[ fa] 0] +t(a) =t(a) 


“a Zx-a 


era 


De acordo com este teorema, se a função é derivável num ponto, estão ela deve 
ser continua nesse ponto, isto é, não pode existir a derivada num ponto em que a 
função é descantinua. No entanto. devemos observar que não vale o reciproco do 
teorema: pode acontecer que uma função seja continua em um ponto mas não seja 
derivável nesse ponto. 


Exemplos 


a) À função fx) =Yx é continua e derivável para todo x * O (veja exercicio 


10.9). No entanto, ho ponto x = O a função é continua mas não é derivável fveja 
exercício 10.8). Die 
b) À função t(x)=[|x| é continua no ponto x = 0; no entanto não é derivável 
nesse ponto (veja exercicio 10.7). 
c) Consideremos a função f dada por 


1 
ig e x0 
tb)= Ie sli para 


| D . para x=0 


Conforme vimos no exercício 10.12. esta função é derivável no ponto x =D e 
portanto ela é continua nesse ponto. 


d) Seja q a função dada por 
|eosona, para x « D 
glxj=: x 
O, para x = O 


Esta furção é continua no ponto x = O, pois 


: ' 1 

lim g(x) = fito . sen— |. O = g(D) 

x-"] “-D] di 

No entanto essa função não é derivável no ponto x = Ofveja exercicio 10,12). 

O teorema apresentado pode ser estendido para o caso em que tratamos de 
derivada lateral e continvidade lateral. 


| Se exisle f' (a), então F é continua à direita no ponto a. 


Il Se existe f (al, então fé continua à esquerda no ponta a. 


Exemplo 
Consideremos a função f dada por 


ftx) =? para x 23 


e emma mam -———— e 
, 


|1, para sz <3 


Esta função ja foi analisada no exercicio 
1011 e lá vimos que t' (3)=0 e que 


não existe f' (3). 


gld 


Assim 


existe f' (3)= f é continua à direita do ponto 3 
não existe f' (3) >f não é contínua à esquerda do ponto 3 


Também é fácil concluir que 


- Se existem as derivadas laterais f'.(a) e f' (a) então f é contínua no ponto a, 
mesmo que as derivadas laterais sejam distintas. 


Exemplo 


Seja a função f(x)=|x]|. Já analisamos N 


essa função no exercicio 10.7 e lá vimos 


que f.(0)=1 e f'(0)=-1. Assim, FU emento 
existem as derivadas laterais no ponto O bi EX 


/ 
ER 


" 


(embora sejam distintas); portanto 
podemos concluir que f é continua no ponto 
0. 


nanonontano 


| 
=" 
— 
x 


10.6 - FUNÇÃO DERIVADA 


Consideremos a função f de domínio De seja D' o conjunto de todos os valores 
de x para os quais existe f(x). Podemos então definir uma nova função f', cujo 


dominio é D' equea cada x € D' associa f'(x) 


fix +h)- f(x) 


f(x) = lim h 


A função f' é chamada função derivada de f ou, apenas, derivada de f. 


Exemplo 


3/5, Es 
Consideremos a função f de dominio D = R, dada por f(x) = Yx. Nos exercícios 
10.8 e 10.9 fizemos a análise dessa função e vimos que ela é derivável para todo 
xz0: assim temos D'=R'. Vimos também que para todo a*0 temos 


T(a)= a Portanto, a derivada de f é a função f', de dominio D'=R”, dada 
IVa 


por F'(x) = E 
3x 
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10.7 — NOTAÇÕES 


Até agora. estamos representando a derivada da função f pelo simbolo f'. No 
entanto, há outros. Sendo y = f(x), os simbolos mais frequentemente usados paía 


representar a derivada de f são: 


E Dt oo 
dx dx 
À derivada de Eno ponto a pode ser representada por: 


ta), Dra, Ely 
dx |x- a 
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Capitulo 


1 1 Algumas regras de derivação 


11.1 - FUNÇÃO CONSTANTE 


Consideremos a função constante definida por f(x) = k, onde k E R. Temos 


f(x+h)-f0) kk 


e “ER 
)=ka t(x)=0 
Exemplos 
a) f(x)=7>f'(x)=0 b) t6)=-3="f'(0)=0 
Fx) f(x) 
7 - 
EE: Na 


11.2 - FUNÇÃO POTÊNCIA 


Seja a função f(x)= x" ,ondene Nº, 


a m 
f(x+h)-f(x) Eis (x+h) —x 
h h50 h 


(1) 


E (x) = Jim 


Mas de acordo com a fórmula do Binômio de Newton (ver capítulo 18 do volume 4 
desta coleção), temos 


n ny a 42 
EO ato DO alo per tê elo )* º nec (O 
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Substituindo em |, podemos 


[Jem -h q h? oem. alo 
r(g= mall 2h do Ani 


| 
h=0 


«sm(oe (E)eene( er eco(opre]o 


E H UR) — e n- ; 
Sardadio tix)=m"=> Fix)=n:x 


Ou então, escrevenda de modo mais reduzido 


8—1 


(xy =n-x 


Exemplos 

a) fix)j=x' = Fix)= 4 x* = qu” 
b) f(x)= xº = E'fx) = Ext 

c) (8) =5% 

a) [x*)' = 6x 


eb tix)j=ex=oftix)=1.8=1 


A regra acima doi reduzida para o caso em que n EN". No entanto ela vale 


também para n E K', desde que estejam salisfeilas as condições de existência. 
Este fato serfá demonstrado por etapas na item 9 deste capitulo, no capitulo 12 E 
no capitulo 13. 


Exemplos 
a) t(x)axdot'tn)j=-3.n0!=-3. 4º (paraxs 0) 
DB) t(x)=n] => Eix)=-5 “af (para x =0) 


? q? 5 
c) Ho) =x (g=5 lo (para x 20) 


qd) Seja a função fix)= a ande x x0. Sahemos que dá =x": portanto 
x x 


Pixj=-4. es 
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e) Nos exercícios 10.8 e 10.9 fizemos um estudo da derivada da função 
f(x)= x. Agora lemos um modo mais rápido. Observando que dx =x 


temos 
nx) sus a a! E E um NE DE: (para > 0) 
3 3 3 x) ade 
5 
f Seja E= PE Observando que Vo = x* temos 
5 2 
tie) = É x+ : E wo E ' Vx2 
3 à 3 
Res 


g) Consideremos a função f(x)=x"*, com x > D. Temos 


ipa 2 x 


11.3 - FUNÇÃO SENO 
Sendo f(x) = senx, temos 


Elx+h)-fix) im sen(x+h)-senx 


h=50 h (1) 


f(x) = lim 


Yamos lransformar o numerador em produto (veja capítulo 11 do volume 3 desta 
coleção): 


+h- H 
sen(x+h)-senx = 25enX2"-X Po esa = reta. cosf x+ bj 
2 5 2 2) 
Substituindo em | 
2 sen— ER PR | sen — cos(x+ 5) 
a = OR A 
2 


5sen- 
Es. nº 
= lim —. “lim cosl x+-=— .=Co058x 
n5oq dh [A 2) 


2 
1 


Assim Hix)=senx = f'(x)=cosx 
Podemos lambém dar esta regra de modo mais simples 


(senx)' = cosx 
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11.4 — FUNÇÃO COSSENO 


Sendo f(x)=cosx, temos 


Fx im cos [x+h)- cos(x) q) 
h 


gd ii h 


q 

Trensformemos a numeradoar em produto 

x+hax x+h-x 

-———— .sen——— = 
2 2 

[ ] h 


= —2sen PR - 8en-— 
ER E) 


cos(x+h)-cosx=-2sen 


Substituindo em 


h 
Em 5) - send sen(x+3)- sSeNn— 
f'(x)= E CURE É E = 
n>D h n-O h 
2 
seno 
=- lim di al a lim ——2 = -senx 
n +0 Ú 2) h=5D n 
ido 
1 
Assim t(x)=cosx = f'(x)=-senx 


11.5 — DERIVADA DE f(x)=k - gí(x) 


Sendo q uma função derivável, consideremos a função f dada por 
tix)=k-g(x) 


onde k é um número real, Temos então: 


f(x) firm (ed tb = lim É - tda ai - (x) 7 
y x+hj- 
=k - tm Sbt) - ato) =k - g'tx) 
ÁssIm f(x) =k. g(x) = f'(x) =. g'(x) 


ou, de modo mais simples, 
[x -g(x)]'=k s'(x) 
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Exemplos 

a) !(x)=5 senx= f'(x)= 5(senx)'= 5 - cosx 

b) = =t(g)=4[)=4(3xº))=12xº 

o) tin)=2W>F(x)=2(x)=2(N=2 

d) f(x)=-x => Px)=-1 

e) tix)=74x o FbJ= 7(4x)'= qa Edsiiio Ro: - E ma E 
h (7 cosx)'=7-(cosx)'=T(-senx)=-7senx 


11.6 - DERIVADA DA SOMA 

Sendovu er funções denváveis num ponto x. vale a seguinte regra 
fod=up)+ vo) Púgj=uboj+rv'(x) 

Podemos também enunciar essa regra de modo mais condensado 


(uv) =u'+yw' 
Demonstração 


Sendo Fjx)=uU(x)+v(x). temos 


INC Ta a 0 ailiri [u(x ++ vtx +) ]=Lubo)s v Êo às 


hor h h-s0 h 


giz [u(x+h)=u(x) + [v (x +hj- vix) 


RR 1] h 
DO Pein DR =u'(x)+ vibe) 
And h n=0 h i 


Esla regra pede ser ampliada para o caso em que temos mais de duas funções, 
Assim, por exemplo, se u, v e w são funções derivaveis. temos 


(Ure) = Us vo 
Por um caminho semelhante ao seguido acima, podemos demonstrar que 
uv) =u'-y 
Exemplos 


a) t(x]= w + senx> [je 3x + cosX 
ga ——(——+ u— —— 0 — + 
url. vie) ufa) , u'fel 


h] fix)=mx xls gx f'fx)a ax" + 2x + d 

CO l(x)J==/+5x+7>>(x)=2x+5 

d) f(x)=50 -senx= f'(x)=5(3x2)-cosx = 15x) - cosx 
e) (cosxex' | =(cosx)'4[x)) = -senx+ 5x 


Exercicios Resolvidos 
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11.1) Dê as derivadas das seguintes funções 


a) f(x)=8 e) f(x )= De 

1 
b) f(x)= x" f) (O) = qa 
Cc) f(x) =x 9) t(x)=senx 
d) O)= = hn) t(x)= cosx 
Solução 


a) A função é constante e assim f'(x)=D 
b) (x) eg. x 
e) tix)J=x=f'(x)=1 


-£ 
d) HO)= poxo fig) xitecs. aid > 


E | 
e) Temos f(x)J=vxº =xº; assim 


13 05.3 4 1 
ffix)=D.x4 =>.x 4t=D0— =— fpara x + 0) 
(x) ã 4 4 
4 .£ 
1) ij a du 5. Portanto 
“4 xs 5Yx! 
9) (senx)'= cosx 
h) (cosx)'= -senx 
11.2) Dê as derivadas das seguintes funções: 
a) f(x)=9 senx B) f(x)=x" + senx 
b) ftx)= bx f)r(x)=cosx-6* 
E) rija g) dl E 5x2) -4x2+8x+10 
x 

d) fix)=7%x h) t(x]=asenx-7cosx+ 4x) 
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Solução 


a) (9senx)'=9(senx)'=9cosx' 


b) (8x) = afx*) = 8[5x! j= s0x“ 


dd Ix)=5 =5x?, Portanto 
K 
— 
[ -Ís —8 La =2 I=5|-2 2-1 - 10 a 
(x) [5x ) (x ) x ) a = 
1 
d) fiX)=7.Fx=7.x3, Portanto 
é Es da) E é 
1 Rd 
f! elfos Tal>.yd al. Sm o - 
a)=17 2?) (3 Jos A 


e) [7 +senx)'=([x + (senx)' =7xº + cosx 

f (cosx-6x)'=(cosx)-[8xº)'=(-senx)-(8 3. x?)=-senx—18x 

9) (50-42 + 8x+ 10)! = (5x2) [4x2 + (8x) +(10)'= 5-3x)-4.2x+8+0= 
=15x]-Bx+8 


h (3senx-7cosx+ 4x")! = (3senx)' (7 cosx)+[ 4x) = 
=(3cosx)-[7(-senx) |+(4 -3x])= 


- 3cosx+7senx+ 12x? 


11.3) Senda f(x) = La dé a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de 
a 


abscissa 2, 


Salução 


Sendo Epa, temos (2-5 e, portanto, o ponto de tangência é o ponto 
x 


Ássim, a reta tangente tem equação 
1 
yr = 4-2) (1) 


-1 : 
Onde m = f'(2). Derivando a função f ohtemos F'(x)= pd donde tiramos que 
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Substituindo em (|) abtemos red ate 2) ou, simplificando, y = 51. 
Pes 


11.4) Consideremos a teta s de equação y=6x-24. Delermine a equação da 
reta t que é paralela à reta s e é tangente ao gráfico da função f(x)= e 


Solução 
A reta s cuja equação é y = 6x-24 temo coeficiente angular m, = 6, sendo m,0 
coeficiente angular da reta t, devemos ter 
m =m,-6 
pois as retas s e tsão paralelas. Por outro lado devemos ter 
m =f'(xJj= 2x 


Portanto temos 2x = &, donde tiramos x = 3, isto é o ponto de tangência lem 
abscissa x = 3. Como f(3) = 2, o ponto de tangência é (3, 9). Assim, a equação de t 


É 
y-8=m(x-3] 


ou 
y-H=6B(x-3) 


vu ainda 
y=6x—9 


11.5) Sendo f(x)=senx. dê a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto 


Ei 
ce abscissa x=-. 
5) 
Solução 
se f(x)=senx, então HE) sen- : Assi ta de tangência é E 
= [— |= -==-—. Assim, O ponto de tangência E | =:— 
16) 8 2 ii : le! 
E, Supondo que a reta tangente não seja vertical, sua equação é 
1 RI 
— — — [7] W=-— 1 
Y 3 8) tt) 
) 3 
Onde m="(Z), Mas f'(x)=cosx e, portanto, m=f[ 2 |=cosl=D. 
l8/) (x) Ear | 6 E 
Substituindo em (l) temos 
PRADO CT GO 
RSA CR) 
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11.6) Dada a função f(x)=-2x] + 4x, determine a equação da reta t que é 
tangente ao gráfico no ponto de abscissa x = 1. 


Solução 


Sendo f(x)-=-2x2+4x, temos f(1)=-2(1)? +4(1)=2. Assim, o ponto de 
tangência é A(1; 2). Supondo que a reta t não seja vertical, sua equação é 


y-2=m(x-1) (1) 
onde m = f'(1). Temos, entao, 
(x) =([-2xº +4x) =-4x+4 


e assim: m=f (1) =4W4)4 460. y 
Isto quer dizer a reta t é horizontal e sua 


equação é (fazendo m = O na equação |) 
y-2=0 

ou 
y=2 


Na figura vemos representado o gráfico 
de f(que é uma parábola) e a reta t. O 
ponto de tangência é o vértice da 
parábola. 


as 
1 


11.7) Sendo f(x)=| x |. determine f'(x) 
Solução f(x) 


Para x>0 temos |x[=x e, portanto, 


Ci) =1 Dai tiramos que 


ft (0)=1(jã haviamos concluido isto no 
exercicio 10.7). 
Para xs0 temos |x|=-x e, portanto, 


nn 


a |esanaemm 


P(x)=(-=x)'=-1. Daí tiramos que 
(0)=-1. 
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Como 1f'(0)=f' (0) não existe f'(0), 
isto é, a função f não é derivável no ponto 
x=0. 

Temos então 


1, para x>0 


eta 


-1, para x <0 


ou, de modo mais conciso, 


f'(x)= [x] 


X 


11.8) Dê a derivada da função f(x)=x-|x]. 


Solução 
Para x>0 temos | x|=x e portanto f(x) 
f(x j= ex = 
donde 4 [re 


f'(x)=2x 


Dai tiramos que ff'(0)=2(0)=0. 


Para x<0 temos |x|=-x e assim A 4 


N9]====2; 40022500 


f(x)=x(-x)=-—x? 


donde ) 
==cenno- —4 


f(x)=-2x 
Dai tiramos que f' (0)=-2(0)=0. 


Portanto, temos f'(0)=f' (0)=0. Isto 
significa que f é derivável no ponto x = 0 e 
que f'(0)=0. Podemos então dizer, que  MYesenaciidinnooo 


no ponto x= O a reta tangente é o eixo x. 
Em resumo: 


2x, para x>20 


md pocacesasonnanoumma 


Cod] 


-2x, para x < 0 = | 
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ou, de mado mais CONÇISOo, 
F(x)=|2x] 
11.8) Determine a função polinomial y = f(x) que satisfaz a condição 
yeyi=2x +5x+d 
Solução 
Como a soma Y+y' é de grau 2 concliimos que o polinômio y é de grau 2. Assim 
y=ax+bx+e 
onde a be c são constantes, com a « 0. Portanto temos 
y =2ax+b 
e de acordo com a condição do enunciado: 


y+ry'=2x2+5x+4 
(ax +bx+c)+(Zax+b)= 2x] +5x+d 


ax +(2a+bjx+(Db+c)= 2x +5x+4 


a=2 
Por identidade de polinômios temos | Za+bD=5 
[e 


Resolvendo o sistema oblemos: a=2,h=1ec=3. Assim o polinômio procurado é 
y=2x"42+3 


11.10) Sejam fe g duas funções deriváveis, tais que, para todo x, 
2f(x)+ 3g(x) = 14x + 4 
Sabendo que f1)=6e f'(2)= 13, calcule g(1) e g'(2) 
Solução 
2f(x)+ 3g(x) = 14x + 4 EI) 
Fazendo x = 1 na equação (h), obtemas 
21 + 3901) = 14 -(+d 
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isto é 
2t8)+3 .g(t)=18 
dande 
gt) =2 
Derivandoa os doífs membros da equação (H obtemos 
2t (x)+ gg (x) = 14 
Fazendo x = 2 na equação (H) obtemos 
2f'(2)+3g (2)= 14 
isto É 
2(13)+3g (2)= 14 
donde 


giZ)=-4 


Exercicios Propostos 


11,11) De as derivadas das seguintes funções: 


ft) 


aa 8 
ajftx)=43 . Diroo = 4 Dto = 
1 dá 
bJ f(x) = xº 9) f(x) = = 9 fix) = 5Y'x 
“x 
CJ ft) = x hi ftx)= 7x 1) f(x) = 
dd = ij fix)=4. senx m) fix) = x 
e) ftx)= dx 
11.12) Derive as seguintes funções: 
E 3 2 
a) flx)= 4x] - 8x? -7x+8 aid Epa 
Bor 46 4 


hj fix)=xº +2senx-3cosx 
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1113) Determine a equação da reta tangente ao gráfico da função f(x)=x" no 
ponto de abscissa x = 2. 


11.14) Seja s a reta de equação y = 6x + 7. Determine a equação da reta que é 
perpendicular a s e tangente ao gráfico da função f(x) = gi: 


11.15) Para qual ponto da curva y = x) o coeficiente angular da reta tangente é 
iguala 12? 


11.16) Sendo f(x)= Jãsenx+5cosx, determine a equação da reta tangente ao 
gráfica de fno pento de abscissa x = E 


11.17] Seja f(x)=xº - 6x) +12x—3 . Determine a equação da reta que é tangente 
ao gráfico de fno ponlo de ahscissa x = 2. 


11.18) Dê as derivadas das funções: 


a) ttx)= x] .[x| c) ixj=|x-3] 
b)tg==?.|x| d) f(x)=[x—3)-[x-3] 


11.19) Seja t a reta tangente ao grafico da função f(x) = sen x no ponto de abscissa 
a. Mosire que, se t passa pela origem, entãáva=iga. 


11.20) Sendo f(x) =x", comn, EN" resolva a equação fix) = f(x). 
11.21) Determine a função polinomial y = f(x) que satifaz a condição 
Va v'= 2x + 6º +10x+6 


11.22) Suponha que o gráfico da equação f(x)= x) +bx+c tem uma reta tangente 


no ponto (0; 1) cujo coeficiente angular é igual a 2. Determine os valores de 
bec 


11.23) Determine as constantes a, b e c sabendo que fix)=ax” +bx+c, flO)= 4, 
f(1)=2 e t(2)=1. 


11.24) Sejam fe g duas funções deriváveis tais que, para todo x, 
3tix)-gix)= xº—-10x+ & 


Sabendo que f(2)=-1 e f'(3)=3, calcule gt2)e n'(3). 
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41.7 = DERIVADA DO PRODUTO 


Sendo u e v funções deriváveis num ponto x, vale a regra: 


0) = up) voo) POO)=u'(x)- vix)+upbo vt 


Pndemos enunciar a regra de modo mais condensado. 


(uv) =utvsucy! 


Demonstração 
Em primeiro lugar observemos que 


fix + hj= fx) = utx +) vixe h)=Ulx) - vOX)= 
= futx+h)-ufx)) + v(x +) auto futx+hj-voo) 
Assim 
(x) = lim 
nad 


ex +h)=- 10x) + 
q - 


= lim o 
th [a] 


ulx +h)-uíx) 
h 


fube+hy= upa) + vixe) ubo + [ufa += (x) 


calui 
ag 


=u'(x)- voc +uix) - vix) 


: lim v(x emp+ lim ulx) tm 


voc+hj-v(x)) 
[a 0 h 


Exemplos 


a) fo0=(0) - (seny= (0) = (3º) + (senx)+ (x) « (cosx) 
u(x) o u'(x) v(x) u(x) v'tx] 
b) (xº cosx)'= (x). (cos) + (xº). (cas x)'= (5x*) - cosx+ xé(-senx)= 


= 5x!cosx-xº senx 


À regra que acabamos de deduzir pode ser ampliada para os casos em que temos 


o produto de mais de duas funções. Assim, por exemplo, sendo uv, we z funções 
derivávels, tamos e 


(U-v ow) =u".y W+UV wa vw 


(Usem Z/=Uvw.zauoy! k 
cm. 44 1. 1 
Z+>u VEM TIUVW-z 
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Exemplo 


Sendo f(x) = x? . senx - cos x, temos 
Pod= (2)! -senx “cosx+ x? - (senx)' -cosx+xº - senx (cos x)'= 
=2x-senxcasx+x? cosx cosx+X* - senx-(-senx)= 


=2x-senx -cosx+x - cost x-x? sen? x 


11.3 - DERIVADA DO QUOCIENTE 


Sejam ue v funções deriváveis no ponto x, com vtx) = O, Vale então a regra: 


a A co tam SUE): VÔ Ut + vb) 


v(x) ; [y(9f 


que pode ser enunciada de mada mais condensada: 


Demonstração 


Em primeiro lugar observemos que 


fx +h)-t0%) = 


v(x+h) vtx) vlx+h)-v(x) 
utec)=utop-vtg=u()- poem) = vi) 
v(x+h)-v(x) 
Ássim 
Pfx)= im det cTb) 
À 


aah auf esta) ul ue 


=; hovfx+h)- vt) 
| im be th) cof | voa v()-u(x DR pci AS ) 
mil v(x) há 
tb) vfx)-ufx v'(x) 
[eo] 


u(x+h) cubo) ufx+h) vbo)-00) vix+h) 
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Exemplos 


a) Seja f(x) = "po com x * O. Temos, então 
x 
(senx) x -senx (xy (cosx)-xº-senx (3x) 
pe) x 


X- Cosx-— Isenx 


ut 


Vix)= 


4 


7 + COM X + O. Temos 
X 


b) Consideramos a função f(x)= 


prt) o LD DE (e bÊ Dede q ndê  oô 
PR qr xê o x 


41.9 - FUNÇÃO POTÊNCIA DE EXPOENTE INTEIRO 
Jã sabemos que, sendo n E Nº, 
1-1 


(x) =n.x 


Consideremos agnra a função f(x)=x", onde p é um número inteiro negativo, 


istoé, p=-Nn,comne Nº. Assim: 
[DO= =x =. 


Aplicando regra da derivada do quociente, temos 


— 0 —-—— 


"b)= (5) NO à) é 0) o GR 


Portanto Le =pro pez 
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11.10 - FUNÇÕES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E COSSECANTE 


li da 
Ja sabemos como derivar as funções seno e cosseno. Com O auxilia Plim 
derivada do quociente podemos obter as derivadas das funções tange ne, 
cotangente, secante e cossecante. Para isso, basta lembrar que 


Sen x COS x 
tgx= | COtgx= 
COS X senx 


1 
x=—— e cossecx= 
cos X senx 


a) Funçãa tangente 
Sendo f(x) = tg x, temos 
P(x)= senx) (senx)'-cosx-senx « (cosx)' É 


(cosx ) (cos) 


[cosx)+ cosx-senx(-senx) cos! x+sen'x 1 
ll. —————— 1? + —————— w 


a 
cos” x cost x cos” x 


Ássim t(x)=tgu= F(x)=secêx 


b) Função cotangente 


(x) = cotgx => P(x)= —cossec? x 


Deixamos a demonstração deste caso como exercicio. 


e) Função secante 


Se f(x) = sec x, temos 


ER cd JA 1 Li a 


2 
Lcosx) (cos x) cos" x 
senx 1 senx 
= q 58 o = 52CX- 9X 


Cos x COSX CÓSx 


Assim 
f(x)=secx= ['(x)=secx-19x 
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9) Função cossecante 
f(x)= Costec x > f(x) =-cossecx - colgx 
Deixamos a demonstração deste caso como exercício. 


Exercicios Resolvidos 


11.25) De as derivadas das seguintes funções: 


a) ftx)= (x +xº)- senx d) f(x)=x*-senxtgx 
cos x p senx - COBX 
o) t(x)= SS e) t(x)= EEE 
1 E 
Aa Es grer 


Solução 


a) E (x) = [e +x?)- senx+( 3 4x2) -(senx)' = (3x2 +.2x)-senx (x +xº | cos% 
(cosx)' x! -cosx- pe ih (-senx) x*- cosx- (a , 
b) Rig" ç = 
(x) 
—xº - senx — 4% :-C08x  —X: senx-—4Ccosk 


xº x* 


(bes-(fe st) o (+ 1)-(2x) zm 


[1 (8221) (201) 


d) F(x)= (e) sen x - gx. (senx) tax -senx- [tgx)'= 


e) fix)- 


2 
=3x -senx -tgx + - cos x tgx e -senx sec x= 


SENH 


=x .senx-tgx+x) -senx+ x). senx. cac) x 


Soo e ii a a 
(º) 
Porém, (senx cosx)'=(senx)' -cosx+senx- (cosx) = 


= , 2 
605% -Coskx+senx(-senx)=cos x-senx 
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Substuindo em (1): 


fia En x —(senx - C08%) - ax? x 
6 
x 


4 z 
= E - a 
(cos x-—- sen x) É (senx COS) 


x 


)'-(senxcosx)-(1)- (senxcosx) 


9 rg=! U 


(senx -cosx) 
Mas, conforme vimos acima, 
(senx -cosx)' = cos? x-sen?x 
Assim, substituindo em (IX 


P(x)= D-(senx. cosx)-(cos” x—senx) sen x-c0s' x 
F! 


sen” x. cos? x sen? x - cos" x 


1126) Calcule a soma 8,=1+4+ 2x + 3x) + dy +... + nx. 
Solução 


As parcelas dessa soma formam uma progressão arifméltico-geomética. a qual fe 
estudada por nós no capítulo 6 do volume 2 desta coleção. Assim, poderiamos 


calcular S, pelo processo lá estudado; no entanto há um outra processo usando 
derivadas. 


Considerando a função 


fix)J=xexiextoxt a += 
é fácil perceber que 5, = f'(x). Observemos também que a sequência 


(x: tee x") 


É uma progressão geomeélricalPG) de razão x. Assim, usando a fórmula da soma 
das lermos de uma PG, temos 


é ç tt x 
FXOtrHa+rX a fpara x * 1) 


Hixj=x+ x] 400 
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Portanto 


——. Om mm em e o 


(x-1) 
A a 


(x-1 qo 


x-1 


Sn É (=[ 252) E CS DE tb o End A Co O 


O cálculo que fizemos foi para x = 1. Se x = 1 temos 
S5=1+2+3+4+..+n 


isto é, temos a soma dos termos de uma progressão aritmética: 


Exercicios Propostos 


11.27) Dê as derivadas das seguintes funções. 


g PE 43 
a) f(x )=xº. senx alto ag 6: SE 
Db) s(x)=xº senx.cosx g) f(x) = Igx+cotgx 
3x = COSSBL X 
c) f(x)= h) f(x)=secx+ 
Cos x 
3 
W -x à á 
d) f(x)= Dtfxj=-tox 
] ( $ +3 
cida DE h ftx)= xº + 75ecx 


14.28) Sendoifx)=x?. sanx, dê a equação da reta tangente 20 gráfico de fno 


ponto de abscissa x = 5 : 


11,29) Sendo y = f(x)= = , detesmine y'. 
x 
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11.11 - FUNÇÃO EXPONENCIAL 


Consideremos a função exponencial t(x)=a", coma é = eax 4. Temos 


atrh mM a” a! —1 
dá dia DE 6.9 PP Ti E Cid) PA 
hhD h= 8 h n-.0 h 


h 
; o da — 
= lim a* - lim 
H= b-0O 


Ch) 


h 
à , PR - 
Mas, conforme vimos no capítulo 9, temos fim a 


=Ina. Substituindo em tl) 


t'(x)=a" Ina 


Assim 
f(x)=al>T'(x)=a*-lna 


Um caso particular importante é aquele em que a base é o número e. 


fjx)=e'= f(x)-e!-Ine=e” 


fix)j=e"l=>f'(x)=e” 


11.42 — FUNÇÃO LOGARITMO 


Consideremos inicialmente a função logaritmo de base e 


H(x) = log, x =Inx (onde x > 0) 
di m/t8eh)- O) am Ocendotoe q PE) 
e een 
em nf) 1) 


Fazendo od =y, note que, para h —» O temos y > O. Assim 
X 


À 1 1 ; ) ! 
im(1+2 Po tmttenia = tm (revi | (mes! = e! 
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Substituindo em (I) obtemos. 


eo sad 
ft" — Xh— - 
(x) =in(e*) E 
Portanto 


, ; y 
Consideremos agora o caso da função logaritmo de base a qualquer, com à a 
eax1; 


E(x)= log, x (onde x > 0) 


Pela fórmula de mudança de base, temos 


| 1 
Assirn cod =[ 75 -ma] eme(insf= 


Portanto f()=logx=ffx)=—— 


No capitulo 12 (exercicio 12.11) demonstraremos que 


(09 =log, [af] e 


Exercícios Resolvidos 


11.30) Dê as derivadas das seguintes funções: 


a) f(x)=5" dl i(x)= 32" 9) f(x) = log, x 
b) t(x)=e” e) f(x)=inx h) f(x) = log, x! 
C) t(x)= 72 ) téx)= log; x 
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Solução 


a) (5) =5".In5 
by (e) -e* 
etiag= (7) = 49º. Portanto: f'(x)=48"-In49 
dy f(x)=37"" =38. 3º =[3º) -3=9". 81. Portanto: 
FOd=81.(SP=81.9*.In9 
1 
nx) =— 
e) (Inx) : 
| 
x-In2 
9) f(x)=tog,x"=3 log, x. Portanto 


0 (log,x)'= 


1 3 
E = , "= = Cf = 
F(x)=(3-l09g,x)'=3- (log, x) o O sino 
hj t(x]=Ing,x=4 log,|x|. Portanto 


1 4 


x-n2 x-InZ 


F(x)=(4lo9,]|x|) =4- (log, x|) =4- 


Exercícios Propostos 


11.31) Derive as funções: 


aj t(x)=4" DJ pf) =drese 9) f(x) = log; * 
b) t(x)= e” e) fix)=Inx n) f(x)= log; x* 
El t(uj= 3" 9 tix)=In[x] Di(x)=tog; x" 


11.32) DE as derivadas das seguintes funções. 


a)t(x)-4" .senx e» t(x)= [5 )fsenx)(Inx) 
da 
a am 
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11.13 — TABELA DE DERIVADAS 


Neste ponto é conveniente fazermos um resumo das regras de derivação vistas até 
agora. Na tabela a seguir, supbmos que 


ke a são constantes, 
u, v e w são funções deriváveis num mesma ponto x, 


Fex) 


= 
— 
A 
+ 
—" 
x 
ue 
= 
—" 
Ea 
e 


x 
x 
PER 
5 
pn 


q E 
E 
u uv —uv” 2 
o e | asma” | sex | csexttox | 
Ecs 


[=] CósSsec x - COSSBC X - COÍGX 


11.14 — DERIVADA DE UMA DETERMINANTE 


Seja F(x) o determinante de uma matriz de ordem n cujos elementos são funções 
derivaveis num mesmo ponto x. Pode-se demonstrar que F'(x) é igual à soma de n 


determinantes, obtidos trocando-se sucessivamente cada linra(ou cada coluna) da 
natriz por sua derivada, 


*xemplos 


, ff x x 
a, Seja Fo9=| Do sl ) , Derivando as linhas temos: 


u(x) v(x) 
rasas NPR Bi] f(x) g(x) 
NR ubO vO)) fufta) vo) 
Podemos também obter F'(x) derivando as colunas de F: 
Mx) a(x) fix) g'tx) 
Ri u'fx) víx) ufx) v'(x) 


fix) u(x) rlz) 
b) Seja Fix)=|g(x) v(x) s(x)|. Derivando as colunas temos: 
hEx) wlx) tEx) 


Pix) u(x) (x) fix) u'(x) rix) fix) u(x) rix)y 
Feg=| 90) v6) s6)) + [906) v0) st9|+ 90) vb) ste 
h'(x) wlx) t(x) h(x) w'(x) t(x) phtx) w(x) t(x)' 


11.15 - DERIVADAS SUCESSIVAS 


Sendo f(x) uma função derivavel, podemos indicar sua derivada por f(x). 
Suponhamos que f'(x) seja derivável. Nesse caso, a derivada de f'ix) é indicada 
por f" (x) e é chamada derivada segunda ou derivada de ordem 2 da função f. 
Ai, podemos dizer que f'(x) é a derivada primeira ou derivada de ordem 1 da 
lunção f 

Se É"'(x) for derivável, sua derivada será indicada por f(x] e serã chamada de 
derivada terceira ou derivada de ordem 3 da função ft, e assim por diante. 

Sendo y = f(x), hã vários modos de representar as derivadas sucessivas. 


: E dy 
Poy=b)=y =ytl mi 
dy 
"ix = 412) W)=y" = [a =——— 
dêy 
pride tt Exj=y =y/d E md 
etc. 


Exemplo 


Sendo f(x)= sx! temos: 


Px) = 15x 
f(x) =30x 
ft" (x) =30 
er(x)=0 
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Exercicios Resolvidos 


o x? 


| calcule F'ix 
: (x) 


11.32) Sendo F(x)= 


Solução 

1.º modo De acordo com o que vimos no item 11.14, temos 
e) ax né! 
(4x) 5 4 5 
=[(32)-(5)-(4) 68) ]+[()-(0)-(90(20 ]= 


= [15% — 4% |a[-8x? ] = 3x? 


Es ey 
“Lx (Em 


F'(x)= 


dx OD 


2.º modo Podemos primeiramente desenvolver o determinante Fíx) para 
depois obtermos sua derivada. Assim 


x? 


q 
x 
E E— 
as 


= DS) (ape j= 5 do =x 


Partanto F(x)=(x')' = 3x? 


11.33) Sendo f(x) =Ssenx, determine [º(x). 
Solução 
i(x]J=fisenx= [(x)=(5Ssenx)'=5(senx)'=5-cosx 
fº(x)=[(5cosx)' =5(cosx]'=5(-senx)=-Ssenx 
Exercicios Propostos 


11.34) Dê as derivadas das seguintes funções. 


x 3 2x) e a - 
ja 
a) F(x]= Ê b) F(x)=|/3 4x-1 1-3x 
=X X 
2 ox A+x 
senx 5 | 


11.35) Sendo F(x)= |, determine F'(x), 


cosx 3x” | 


11.36) Dadas as funções f(x )-=x'-2xº+5x]-2x+7 e g(x)=3senx+cosx, 


determine: 
a) F'(x) c) f(x) e) 9 (x) 
b) f(x) d) 14x) 1) 92x) 


11.37) Consideremos a função f(x)=asenx+bcosx. onde a e b são constantes. 
Determine f(x)+tf'(x). 


dd? 


Capítulo | 


1 2 | Derivada de uma função composta 


12.1 “INTRODUÇÃO 


Embora ja saibamos derivar vários tipos de funções, há ainda muitas funções 
usuais para as quais não temos regras de derivação (a não ser a própria definição). 
Por exemplo, temos regra para derivar a função f(x) = sen x, mas já não temos 
regra para derivar a função g(x) = sen x*: com as ferramentas de que dispomos até 
agora, se quiséssemos obter g'(x), teriamos que usar a definição de derivada, o 
que seria muito trabalhoso. 


Veremos a seguir uma regra, chamada regra da cadeia, que nos ajudará a obtera 
derivada de uma função qualquer, desde que essa função possa ser interpretada 
como a composta de outras funções que saibamos derivar. 

12.2 - REGRA DA CADEIA 


Consideremos uma função G dada 


e F 
por u = G(x) e uma função F por y = a ES 
F(u). Suponhamos que exista a (9) (u) (y) 
composta de F e G, indicada por f, a 
isto é, f(x)=(F-G)(x)- ais 


f 


y="0)=(F-S)b)=F(S())=F(u) 
Conforme demonstraremos no item seguinte, a regra da cadeia estabelece que 
(x) =F'(u)- GS" (e) 


desde que as derivadas existam. Usando uma outra notação (vista no capitulo 10) 
temos 


Assim, a regra da cadeia pode também ser enunciada do seguinte modo: 


dy dy du 
dx du dx 
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Exemplos 


a) Seja a função f dada por y = f(x)=sen x?. Fazendo u = x? temos 


y=senu e u=xº 


Ee AR e GO au? 
du dx 


Assim, de acordo com a regra da cadeia: 


Gy, SE 


a ax (cosu) (3x2) = (cosx*)-(3x!) 


f(x) 


f(x)=senx? 


Resumindo:. º(x)= (cosx?)- (3x2) 


b) Seja y =f(x)=(senx) . Fazendo senx=uU temos 


y=u e u=senx 


donde, 
CY = 3u? e DO oa 
du dx 
Assim 
; dy dy du 2 2 
f'(x)=— =—.— =[3u“|]-(cosx)=3-(senx) -cosx= 
(x) dx du dx ( o ) ( ) 
=3.sen'x - cosx 
À f(x) = (senx) 
Resumindo: . 
f(x)=3-(senx) cos x 
A regra da cadeia pode ser F G H 


estendida para os casos em ii 

que temos a composição de 

mais de duas funções. 
Consideremos, por exemplo, a 


caso em que a função f é a É 
composta de três funções: 
y=H(v). v=G(u), u=F(x) dy dy dy du 
rtdeM SSL = 
y = f(x) ? dx dv du dx 
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Exempla 


5 
Senda y=t(x)=(senx") «. determinemos f'(x)]. Fazenda 


y=v', vesenu e u=x 


lemos 


Assim 


rim) = o SL du 
dx dv du dx 


=[5-(sen u) ! [cosx* ]-[ 3x )= 
[5 (sen *) | [cos] [ax ]= 


=[5.sen'x).(cosx").(3x2)= 15x [sendo ) (cosx"] 


=[5v') (cosu) (3x) = 


ã ay 
Resumindo: ) (3) = (tona ) 


rO)=5-(senx?) -(vosx") (3x?) 


Exercieios Resolvidos 


12.1) Oblenha as derivadas das seguintes funções: 


a) f(x)=(senx) d) to) = (ne) 9) f(x ]= Ysenx 


b) f(x)= (senx) e) Flx) = (toga x) hj f(x) = cos? x 


c) f(x)= (senx)º | fd) = (tgx) f(x) = Yx + 5x? 


Solução 


a) Fazendo y=f(x)= (senx) e senx=U, temos 


T 
y=U e u=senx 


donde, 
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ABES 


dy 
f'(x)=== = =. <— 
(x) dx du dx 


z 
Resumindo. | A x) E pseno 


[r(x)- 7. (senx) 


=[7uº)-(cosx)=7- (senx) 


- COS X 


Quando já dominamos a regra, podemos deixar de usar a 


diretamente: 


trt [x] = (senx) 


COS x 


variável u e derivar 


EMO x)= 7. (senx) (senx)'=7-(senx)" (cos x) 


b) f(x)= (sen x)” 
Uix)=9. (senx) 


o) fix)= (cos x” 


T'(x)=8 (cosx) 


a fog=[é 8) 


PO) = ape 


e) f(x)= (log, xP 


F(x]=5- (log, x) 


9 to)-(tox) 
fix) =3- (19x) 


9) f(x)= Jsenx = asredi” 


-(senx) = 9. (senx) 


(tog,x) =5-(log, x)" 


-(tgx)'=3 tgx) 


-cosx=9-sen 


. (3 +22) -B- D+) e (3x2 +2x) 


1 
x-In3 


X - COSA 


fcosx)'=8 (cosx)'[-senx)=-E - cost x. serx 


(sec? x) 4 - tg? x - seç) x 


1 Z 
PoJ=5: (senxja” (senx)'=—-(senx) 3 cosx= SED 
' 3ysen'x 
h) f(x) - cos? x = (cos x3?º 
, Ps 
f (x) = 2. (cosx)5 -(cosxy = É(cosx j sij= senx)= c2senx 
ê - VcosX 
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Do Hx) Px + x = (xº + me)" 
1 é oi 
FO) = (tese po! [x +5x?) = [xt 45x) 3 (4 +10x)= 
x 4x) + 10x 
safe + sx? 


12.2) Determine as derivadas das sequintes funções: 


a) f(x)= senxt d) f(x)=senf(cosx) 

b) i(x)= senx e) tix)=In(x4x)) 

c) f(x) =cos(x* +5xº) n t(x)J=5"""* 
Solução 


a) Fazendo y = f(x)= senx' e xí =u, temos 


donde, 
o [5] OU ax! 
du x 
Assim 
i dy dy du a q 
figi=L="L.DL=fecosullax' |=Ícosx 4% 


Poderiamos não ter usado a variável uv e derivado diretamente 
| f(x) = senx! 
|r0)=(cosx!) Ger =(cosw) (4) 
d) t(x)=senx” 
F(x)=(c0sx))-pÊy = [cosx). (5x*) 
o) t(x)=cos(x' + 5x?) 
PIxy=[-sen(x? +52) ] pe +52): = [-senpeé + 5x2) | (3x +10x) = 


= (-342 40x) . sen(xº + 5x?) 
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d) fix)=sen(cosx) 
f'(x)=[cos(cosx)]- (casx)'= cos(casx) (-senx)--senx -cosfrosx) 


e) Hox)= Ino + é) 


0 3xl+8x 3x+8 


1 3 > 
posa gr 
7 rg x +dx 


p= w + 4x 


8 tb)=5" 

" ? 7x z a xt 

P(x)=[5* In5]-[x + 7X | =S"".In5.(2x+7) 
12,3) Obtenha as derivadas das seguintes funções: 
a) f(x)]=sen2Zx bj) r(x)= log; x* e) t(x)=5* 
Solução 
a) 1.º modo Usemos a regra da cadeia 

fix)=sen2x= f'(x)=(cos2x)-[2x)'=2.cosZx 


2.º modo Poderiamos lambsar que 


fix]=sen2x=2 senx-cosx 


e usar a derivada do produto 


n 


[(senx)' COEKX+ Senx - (cosx)'|= 


f(x) 


Es 
2[cosx.cosx + senx(-senx),= 
2 


[ cosx? —-sen? x [=2 - cos 2% 


cms 2x 


bj 1.º moda Usando a regra da cadeia temos 


A 1 
fix)=I09,x) =>! (Ed Na Ca = 
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2º modo Podemos observar que 
t(x)=logçx" = 3- log, x 
e assim, sem usar a regra da cadeia 


Je dae DS 
x-In5 x-In5 


bo) =3(log, x)'=3. 
e) 1.º modo Usando a regra da cadeia 


flx)=5" = (ux)=5%%.In5 (2x) = 5º .n5.(2)=2(In5)- 5 
2.º modo Observando que 


tO)=5" =(52) 


podemos obter ['[x) sem usar a regra da cadeia 
f(x)=(82) Ins2= 52 .(2)-In5 


12.4) Dê as derivadas das seguintes funções 
aenjH <5x 
a) t(x)= sen* xº b) e | 


Solução 


a) Sendo y=f(x) = sen? x =| senx Ê , façamos 


v=vê, v=senu u=x 
Assim 


portanto 


Muy Ls SE = (65) (cos u)-[4x")= 
=(6 - sen (cosx*) [4x j=[e E senéx')(cosx*)[ 4x) E 
= 24x. (senê x ] (cosx") 


ea 


Poderíamos ter derivado diretamente, sem usar as variáveis ue v: 
tt) = (sen Prix) 6 (senxt)- (senx*) (1 
Mas: 
[ senxº I = [cos x ) Ed '= (cosx*)( e) 
Substituindo em (Il): 
t'(x)= G(sen'x) (cosx')-(4x]) = 240 (sen?x I(cosx*) 


b] Sendo y=f(x)= a old , façamos: 


v 


v=e" v=senu, u=x0+5x 


Assim 


Portanto 


=. dy dy dv du | 
dx dy du dx + 


= (et) | [ cos(x2+5x)|-(2x+5)= 


e «[cosu)-(2x+5)= 
=(2x+5)- cos [ x? +5x)- E a 
Poderíamos ter derivado diretamente, sem o uso das variáveisue v' 


sen[2). 5x) 


tix)=e > f'(x) = et ts) [sen(x*+5x)] ” 


Mas 
[senfx +5x)] - [cos( x? +8x) | [x +5x] = [ cos(x? +5x) [[2x+5] 
Subslitundo em (ly 


f'(x)= Pai da | cos(x +5x) | -[2x+5] 


251 


E aê 
—1 
12.5) Dê a derivada da função f(x)= sen , 
Et SE 


Solução 


Pela regra da cadeia, temos 


Ptx) [cos Si) 


a 
froa) afiea 10 


Mas, usando a regra da derivada do quociente, 


Lê +2, [se 
a (e)be+2)-(x pa) =x! + 3x] + 4x 
(x*+2) (x +2) 


Substituindo em tl) 


2 js 37 + dx 
Pfx)=[ cos A = ei 
, (0 +2) 


12.6) Obtenha a derivada da função f dada por 
| xa send para x+0 
f(x) =. x 
| 4 para x=0 
Solução 


No exercicio 10.12 fizemos o cálculo da derivada dessa função no ponto x=0 E 
obtivemos f'(0) = 0. Calculemos agora f'(x)parax+ O. 
De acordo com regra da derivada do produto temos 


r()= (0) (senila(e) (sen-] =x send (send) (1) 


Usando a regra da cadeia 


1 1 So) 1 Ei 
sen+|] = cos |. = =| cog— |. — 
X; R x) Àx ' = qu 
Substituindo em (|) 
1 1 
tt) =2x-senl ent (cost) ( a 2X Ee bos. 
x O x 


ÁSsim 
| 1 1 
2x. sen— —cos-, para x = 0 
Fix)= x x 


Q «para x = Q 
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12.7) Sejam fe g duas funções deriváveis, tais que, para todo X, 
MES =9[x)+12x]+8 
Sabendo que f(1)=3 e f'j1)= 2, calcule 
g() e g(1) 
Solução 


Temos 
[09] =g(x)+12x)+8 (1 
Fazendo x= 1, obtemos 


[HO] =ot)+riznf+s 
3 =9(1)+12+8B 
g(1) = 7 


Vamos agora derivar os dois membros da equação (|), em relação a X: 
Treo) | =g'(x)+24x (It) 


Mas, de acordo com a regra da cadeia, ternos 


frooTh =3 [9] rx) 
Substituindo em (Ih 

a[t bo] -Eix)=0'(x)+24x 
Fazendo x = 1; 


3[H VD] -ct)=g'(1)+24(1) 
a.[3/ (2]=a'(1)+24 
g 4) = 30 


coa 


12.8) Sejam fe g funções deriváveis tais que, para todo x, temos 
f(x]= in[9(x)] 
Com gtx) > D. Sabendo que gi2)= 3 e 942) = 4, calcule 1'(2). 
Solução 


Coma f(x) = Infg (x)] temos, usando a regra da cadeia: 


e'()= fInfaço)! = TE “gt)= a 


Fazendo x = 2, oblemos 


12.9) Seja f uma função derivável. Mostre que: 
a)fêpar >> f' é impar b) fé impar > f' é par 
Solução 


Suponhamos que a função f seja dada por y = fix). Derivando em relação a x 
temos, de acordo com a regra da cadeia. 


[HJ = [te] tee [PO] = rt) 


Vejamos agora os dois casos: 
a) fépar > t(x)= tios) [69)]=[H) > rt)= Fx) => é impar 
b) feimpar = i(x)==1(=*)5 [69] =[-1(-)]' = 


> PiJ)=-[(-)por(iy=-[-(-x)]> 
= [ix)=f'(-x)= t' é par 
12.10) Consideremos uma função f, periódica e derivável num certo domínio D. 
Mostre que F” tambêm é periódica. 
Solução 
Seja To periodo de f. Assim, para todo x E D, temos 


T(x+T)=f(x) 
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Portanto, tixs Ty =[t(x)]) 
Usando a regra da cadeia lemos 
[ee] -(x+Ty= 000) 
ou. 
[e(x+T)]-(1)= (x) 


isto &, 
f(x +T)=f"(x) 


Portanto f' & periódica. 


12.11) Consideremos ffx)=log,|x), onde x E E”. Demonstre 


Cleo 


E 


Salução 


Na capitulo 11 jã haviamos demonstrado que, para x > O, temos 


log. xj = 
(log, x'=—as 
Consideremos então dois casos 

1.º) x» 0 

Neste caso temos |x[=xe assim, f(x)=log, x 

Pornanto: 

4 
Fix]= 
x- Ina 
2MAx<0 
Neste caso temos |x|=-—x e assim, fix)=log, (-x). 


Usando a regra da cadeia temos 


Gde e CS CR 


12.12) Consideremos a função f dada por 


sen(x+1) cos(x+1) 7 
f(x)=|sen(x+3) cos(x+3) 7 
sen(x+4) cos(x+4) ? 


Calcule a derivada da função f. 
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que 


Solução 


Conforme vimos no capilulo 11, temos 


cos(x+1) cos(x+1) 7 sen(x+1) -sen(x+1) 7 

ix)=|cos(x+3) cos[x+3) 7] | |sen(x+3) -sen[x+3) 7]+ 
|cos(x+4] cos(x+4) ? sen(x+4) -sen(x+4) 7 
o A | 


sentx+1) cos(x+1) o 
+|sen(x+3) cos(x+3) O 
sen(x+4) cos(x+4) d 


E 


Mas acontece que os determinantes 4, B e C são nulos, pois À tem duas colunas 
iguais, B tem duas colunas proporcionais e € tem uma coluna nula. Portanto, para 
todo x lemos f(x)=0. 


12.13) Considere a função f cujo 
gráfico é a semicircunferência de 
centro (1, O) representada na figura. 
Determine o valor de x para o qual 


FU p= a. 

Solução 

1.ºmodo 

Conforme sabemos da Geometria 
Analítica (ver capítulo 10 do volume 6 
desta coleção) a equação da 
circunferência “mteira” é 


(x +(y-0)=1 


isto &, 


Vê as De 
ou, 
y=r-x?+4 2x 


ande De xx] 


Porém, para a semitircunferência dada, devemos ter y 20 e portanto sua equação 
5) 
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e a nossa função f é dada por 


10%) = 568 42x = (2 42x)" 


Assim, usando a regra da cadeia, temos 


1 ER A 1 1 x +1 
Cix])= aloxt + 2x) x? + 2x) “ss aa 
—X + ék 


Forianto. para que ocorra F'(x)= 1, devemos ter 


—x + 1 E 


Vox? + 2x 
Ra é j ? au 
Resolvendo esta última equação obtemos X = E que e a solução do exercito. 


2ºmodo 


Queremos f'ix)=1f. Mas nós sabemos 
que f(x) é igual ao coeficiente angular m 
da reta t que é tangente ao gráfico de f na 
ponto Atx fix). Como Fix)=1 > 0, con- 
cluimos que a reta t ceve formar com o 
eixo Dx um ângulo m tal que O <q< go”. 
Considerando a figura ao lado. temos 


metgu=f'(x)=1 


vomo à é ponto de targência, a reta t é 
perpendicular ac segmento ACe o 
triangulo ABC é retângulo. Dal cancluimos 
que os ángulos q e E são complementares 


e, portanto: 


fiel 
tgwu 1 


2 
De Ig)=1. tiramos facilmente que coso = 2 E portanto: 


E ade 


d=r-cos6=(1)-[ 32). 2? 


As sir 


J2 


x=1-d=1-— 
2 
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12.14) Consideremos a função f dada por t(x)= x? 1. Calcule (17) (7). 
Solução 
Fazendo yaf(x)=x*-1, temos x=3y+1, donde: 


pe [x ) = 3'x +14 
Portanto, 


fito Y to) a x+1) 


De onde liramos 


cos 


(x+1) ; (x+1)'= 


Pa É dida 2 aaa 
( ) (7) 3H7+y 12 


Este exercicio sera resolvido de outro medo no capitulo 13(exercicio 13.1). 


Exercicios Propostos 


12.15) Dê as derivadas das seguintes funções: 


a) ffx) =(senx) d) t(x)= sen? x 
b) f(x)= (cos x) e) f(x) = (log, x) n) f(x) = Ysen? x 
o tua (2x +56)" D fix)=(Inx) i) f(x) =152+5 


12.16) Obtenha as derivadas das seguintes funções: 


a) f(x)= senxº BD f(x)=Inx k) f(x) = e?” * 
b) f(x)=S. cosx g) Fog =in(3x +85») D f(x)= 
C) ffx)= 19x" h t(x)=log; (xº+1) m) t(x)= 28" 
d) f(x) = sen(50 +) ) 1f(x)=e'* n) fbj=e” 

R e; ser 
e) f(x)=cos(senx) y f(x)j=e o) f(x) sen 


12.17) Derive as funções; 


a) f(x) = (send) d) fix) = (log, é) g) F(x) = jsenx 
b) f(x)=2 .sen'x e) f(x) = em" hj f(x) = Ysen'xº 
e) E(x)= (Ino? DP f(x) = qn é Db) = sen(ln x") 


12.18) Dê as derivadas das seguintes funções: 
ES, 
(2 + 1) 


a) f(x)=sen 

bj f(x)=senêx-Inx 
É 3 

c) o id aê x 


dj) tix)]j=seçêxre* 


4 -inx 


e) fix)= 


senxí 
9 fix)j=el. vxi+a4x 


O tix)= sen 


1 1 
hn fix)=——— — 
! eo 3senix senx 


12.19) Sejam fe q funções deriváveis tais que, para todo x: 
[tO) ff-axt +3=[ 900) | + + 30º 
Sabendo que f(2)= 5 e f'(2)=4, calcule: 


a) g(2) bh) g(2) 


12.20) Considere as funções deriváveis f e q tais que, para toda x:º 
80) =2-[H09] 

Sabendo que f(3)= 2 e f(3)=1, calcule o valor de q'(3). 

12.21) Consideremos as funções g(x)=x* E h(x)j=senx. 

a) Determine a função ftal que fix)=[(hogi(x). 

bi Obtenha f(x). 
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t2.22) Sejam as funções g(x)=cosx e h(x)= x*. Determine: 
a) (9 h)'(x) b) (h g)(x) c) (hon)(x) 


12.3 - DEMONSTRAÇÃO DA REGRA DA CADEIA 


Faremos a demonstração para à caso em que temos a composição de duas 
junções. 


Considerando as funções deriváveis F F 
e 6, dadas por y=F(uje u=G(x), É 
suponhamos que exista a composta O 


de Fe G, indicada por E igor eaa a 
y=![x])=(F-G)(x)=F(G(x))=F(u) 
Façamos x receber um acréscimo axx0D. Assim, u e y receberão 
acréscimo de AU e Ay, onde 
au=G[lx+5x)-G(x) e ay=F(u+au)-E(u) 


Devemos observar que. para Ax > D, teremos Au 50 e dy 0. 
Supondo Au = D temos 


Portanto 


o BU 
to)=- jim 2£ = im, (A. Se) (tim a lim Ao 
CO dx ao AX sx>Dl AU Ax ax O AL] 


o, cc AUYy dy du 
im =-e] Tim = passes 
Mg=0 AU ox>0 Ax | du dx 


Assim, está demonstrada a regra da cadeia para o caso em que Au=z0. No 
entanto, pode acantecer que AL =D para infinitos valores de Ax, quando àx — O 
e então não podemos considerar a igualdade 


Nesle caso devemos procurar um outro caminho. Vamos definir uma nova funçãe 
H que depende de Au, alravés de: 


[ay dy se Au=O 
H(auj=tau du 
[6 se Ay=O 
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Para esta função, temos que a igualdade 


vale. mesmo que Au=0. Além disso, é claro também que H(Au)>0 quando 
Au — 0 (e portanto quando Ax > 0). Agora, podemos considerar a igualdade 


e escrever: 


EAR AR E RR A O RA AR 
= —— = — ni A lim — 
e] dx Neg ao a gu | ax0 4x du dx 


fica, deste modo, completada a demonstração da regra da cadeia. 


Exemplo 


Vamos justificar a regra da cadeia para o caso em que temos a composição de três 
funções deriváveis. 


dy dy dv 
dx dv del dy dy du du 
dv dv du dx “dy du dx 
dx du dx 


12.4 — FUNÇÃO POTÊNCIA DE EXPOENTE REAL 
Ate agora demonstramos que a regra 
(x) =a. x 


vale para ae Z'. Falta ainda verificar os casos em que a é racional não-inteira e 
OS casos em que a é irracional. 
Devemos nos lembrar que: 


() Se a é irracional, xº só é definida para x 20. 
(ii) Se a é racional não inteiro, xº é definida para qualquer x>0 e em alguns 
casos para x < 0. 
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Assim, para complelar o estudo da derivada da função potência f(x)=xº, 
devemos considerar dois casos: 


1.º) a real qualquer não-nulo e x > O: 
2.º) a racional não-inteiro e x < O. 


O primeiro caso será estudado agora e o segundo caso será estudado no capitulo 
13. 


Consideremos então a função (x)=x*, com xe Z ea ge Nº. 
Lembrando que, para x > O, vale 


lemos 


Ee) =ae 


II 
1 
a 
MK 
“ar” 
k 
(Ui 
[o 
3 
MM 


Assim, aplicando a regra da cadeia, 
. Ea any alado. AS ala MR as ERP ogial 
PO)=(e ) =(e ) (alnx)' =(e ) Ri ido 


Portanto 


12.5 - DERIVADA DE f(x) = [q(x)]" 
Consideremos a funçao f dada por 
Fx) = (gb) 
onde g e h são funções deriváveis, com g(x) > O. Podemos obter f(x) com o 
auxílio da seguinte propriedade dos logaritmos: 


Im a 


a=e*, para a>0 


pn alx) 


Assim, g(x] = e portanto: 


POD gls glad 


69)= [9697 = [ et st) | 


Em seguida calculamos f'(x) usando a regra da cadeia. 
No item seguinte veremos um outro modo de obter f (x). 
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Exerçicio Resolvido 
12.23) Obtenha a derivada da função f(x)=xº"" ondex> 0. 
solução 


Temos 
f(x) = En x e[ers [o E io! In x 
Fortanto 


f(x) = el [(senx) : Inx |'= 


ds pf sen ein, 


. 
(cosx) Impres 


= xe". | (oasx) Ink +(senx) de 


Exercicios Propostos 


12.24) Dê as derivadas das seguintes funções: 


a) fix)= (senx) d) Fix)=(x2+1) 
bj E(x)= so a) t(x)=xf* 
Siad 9 t(x)=(senx)' 


12.25) Sendo f(x)=[ (x). com gt) > O, obtenha f'(x). 


12.6 — DERIVADA LOGARÍTMICA 


Consideremos uma função f dada pelo produto, quociente ou patenciação de 


outras funções. Às vezes o processo de obtenção de f' pode ser simplificado se, 
primeiramente, obtivermos o logaritmo neperiano de f para depois derivamos. Este 
processo é chamado de derivação logaritmica. 


Exemplo 


Consideremos a função f(x)=x*"*, cuja derivada já haviamos obtido no 
exercicio 12.23. Vamos agora obter essa derivada com o auxilio dos logaritmos. 
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Como f(x) = 0, lemos 
Inf(x) = Inpa 
isto &, 
Infix)=(senx)-Inx 
Derivando os dois membros desta última equação, em relação a X, temos 


[inttx)] =[fsenx) nx] 


f'(x)=(senx)'-Inx+(senx)-(Inx) 


Pt) 
ttx) 


P09 = 106) | (co8x) Ins (sena) (5) 
E(x) =x" | (cos) Inx+(senx) (5) 


1 
tx] 


=(cosx) Inx+(senx) (5) 


Observações 


1º) Sabemes que In f(x) só é definido para f(x) > O. No entanto, o processo da 
derivação lngaritmica, em geral, nos conduz a um resultado correto, mesmo para 


Í(x) < 0. (Veja, por exempla, o exercicio 12.268). Isto se justifica pelo fato, visto no 
exercicio 12.11, de que 


(in) x])' = kd 


X 


Aplicando o caso da função composta, observamos que 
[nl to) = 109 
f(x) 


Assim, '(x)= f(x) [Inf f(x) |]. 


Observemos que esta igualdade independe do sinal de f(x). 


2º) À expressão TES costuma ser chamada de derivada logaritmica da função 
x 


f. 
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Exercício Resolvido 
12.26) Obtenha a derivada da função f dada por fix)=x' senx. 


solução 
1.” modo Vamos usar a regra da derivada do produto. Sendo 
t(x)= x* senx, temos 
(x) = 0) -senx+x).(senx) = 3x). senx+x- cosx 
2.º modo Vamos usar o processo da denvação logarítmica. Sendo 


f(x)= x). senx, temos 
(x) |=] x*. senx|= | x? | -[ senx| 
Assim 
intro |=ni x?. senx | = In] é | + In] senx | 


Derivemoas os dois membros desta última equação, em relação a X: 


-(senx) 


senx 


EO = r(a) (Eres) 


(3 cosx 
f(x)=([x". senxll À p S0S% | sy? seno? -coss 
“x senx) 
Como pogemos observar, nesse caso não foi vantajoso usar a derivação 


logaritmica, 
Exercicio Proposio 


12.27) Obtenha a derivada de cada função a seguir usando o processo da 
derivação logaritmica: 


+ fiz ar 
a) flx)=x? (cosx)-e* pass (x 3) 
sen x 
cs 
- +2 
o rota perene arte 
e) f(x) = (senx ” dis fi 
d) r(x)= = Dto) Pe. (EE) sera 
-x 


s) f(x)= xt] 
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12.7 - DERIVAÇÃO IMPLÍCITA 


Consideremos, por exemplo, a função f dada por 


Fazendo y = f(x), temos 


x-1 
- I 
xº +1 t) 
Multiplicando em cruz, obtemas a equação 
yx + y=2—1 (1) 


que é equivalente à equação (1). Tanto a equação (|) como a equação (Il) definem 
a mesma função f, onde “y é função de x”, No entanto, hã uma diferença: na 
equação (|), y aparece isolado enquanto que na equação (Il), y não esta isolado. 
Dizemos então que: 


« a equação (|) define a função f de forma explicita. 


« a equação (Il) define a função f de forma implicita. 


Suponhamos que nos dêem a função f de forma implícita: como cbter f ? Uma 
coisa que podemos fazer, é tentar expressar f de forma explicita e depois usar as 
regras de derivação conhecidas. Porém, poda acontecer que essa passagem, da 
forma implicita para a forma explicita, seja muito trabalhosa ou até impossivel, 
Mostraremos, através de um exemplo, que em geral é possivel obter f' a partir da 
forma implicita, usando a regra da cadeia, Esse processo é chamado de derivação 
implícita, 


Exemplo 


Consideremos a função f mencionada acima: 


y=tb)- El) 


Como vimos, f pode ser definida, implicitamente, por: 
pê+y=kx—1 Qi) 
Derivando os dois membros de (IIy em relação a x, temos 


(ye ey = (x) MI, 


|(yx?)' = yocday. (x) = y' x +y (2x) 


Mas, - 
[te-1=1 


2B5 


Substituindo em (II), cbtemos 


very (2x)+y'=1 


donde 
aa (14) 
xº0+1 
a E É w—1 
Poderiamos parar por aqui, mas, se quisermos, podemos fazer ai : na 
+ 


equação (IV) e obter 


=x Ea 
E O EV) 


(DE +) 


Vamos agora obter y' a partir da forma explicita, para verificarmos se chegamos 


ab mesmo resultado: 


iai pá Rr [x2+1) 
E Gi na) A axa a 


E 
(x + 1) [xº + 1) 
Comparando (VI) com (WY) observamos que chegamos ao mesmo resultado. 


Quando nos dão uma equação envolvendo duas variáveis, pode ccarrer que essa 
equação não represente nenhuma função. Por exemplo, é fácil verificar que a 
equação 


não é satisfeita por nenhum par de números reais x e y. Pode ocorrer tambem, que 
a equação dada represente impliciiamente mais de uma função. Par exemplo, a 
equação 

x +y2 = 4 


que é equação da circunferência de centro na origem e raio igual a 2 (figura à), é 
equivalente a 
y? sax 
isto É 
y=+V4-x? 


Dai podemos dizer que a equação daca representa implicitamente duas funções: 
g=V4-C e yo =-V4—xº 
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cujos graficos estão nas figuras bee. 


y 


-2 
(Fig, a) (Fig. b) 


Em casas como este, o processo de derivação implícita nos dã um resultado que é. 
ao mesmo tempo. a derivada de todas as funções representadas pela equação 
dada. (Veja, par exemplo, à exercicio 12.28) 


Observação 


No caso geral, pode ser dificil decidir se uma determinada equação representa 
implicilamente alguma função. Existem teoremas para analisar tais situações, no 
entanto não veremos esses teoremas, pois eles aparecem num nivel mais 
avançado. quando são estudadas as funções de várias variaveis e, neste livro, 
estamos estudando apenas as funções de uma variável, Assim, nos exercícios a 
seguir, admitiremos que as equações dadas representam implicitamente pelo 
menos uma função, definida em pelo menos um intervalo. 


Exercicios Resolvidos 
2 z dy 
12.28) Sendo xº + yº = 4, obtenha ra 
% 


Solução 


Agmitamos então que a equação x) +yº = 4 representa pelo menos uma função 
y= f(x). Derivanda os dois membros da equação, em relação a x lemos 


2x+2y-y =D 
isto É 
yi=-T 1) 
y 


A equação (lj já é a resposta do problema. Nec entanto, a titulo de ilustração, vamos 
tentar obter y* exprimindo f na forma explicita. De x) +y? = 4 tiramos 


w= ialá - x? 
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Assim, podemos dizer que a equação dada representa implicitamente as funções: 


y,=+/4-%2 e y=-V4-x 


Derivando as funções, usando os processos vistos anteriormente, obtemos 


Com isso, percebemos que a equação (|) nos dá, ao mesmo tempo, as denvadas 
de y, e y.. 


12.29) Obtenha a equação da reta tangente à circunferência da equação 
x?+y? =4,no ponto (—1; 43). 

Solução 

Admitindo que a equação dada represente uma função f, pelo menos em uma 
vizinhança do ponto (-1; 43 ), podemos dizer que a equação da reta t procurada é 


y-3=m(x+1) (1) 


y 
nde m=f'(-1). Conforme xer- 
onde (—1) or no e A 


cício anterior, de xº+yº =4 obte- 
mos 


es X 
Mas, para x=-1 temos y=/3. 


Substituindo em (l) obtemos a equa- 
ção da reta procurada 


y= 3 = Te(x+1) 
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12,30) Em cada caso a seguir, admita que a equação dada represente pelo menos 


Uma função y = f(x) e oblenha y': 


a) yiy=y co) ow! 3x] = xy+5 
b)y=sen(x+y) Oy =" 
Solução 


a) Sendo y* -y = x*, derivemos ambos os membros em relação a X: 
dy'yiy'= 3x 


Colocando y' em evidência, obtemos 


(4yº —)y' = 3x? 


Assim 


b) y'=sen(x+y)=y'=[cos(x+y)] (x+y)' => 
o y'efeosfxay)] (1+y')= 
=y=cos(x+y)+y' cos(x+y]> 
=y-y' cos(x+y)=cosfx+y)=> 


>y-[1-cosfxey)j=cos(x+y)= 


ly! = cos(x+y] 
(-cos([x+y) 
c) mp 3 =my+5 = (y")) -Bx=(xy) (1) 


isa bs?) =x yax(y?) =teySae(3yiy)= yº + x(3y?y'] 


Log) =ey + =1 o dl a Boi 
Subslituinda em tl), obtemos 
yr + x(3y'y' | 6x = yo! 


ou 3xy-xy'= y+ Buy” 
ou ainda y (py -x)=y+6x-yº 
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dúrde 


dd) y=x'=Iny'=Inx se xlny=yinx= 
= (xlny)'=(ylnx)' = 


= x Iny+rxQInyv)=y' Inx+y(Inx)'= 
ai i 

> Inyv+x.—=y'lnx+y-— = 
y X 


= xy ny rey! = xyy Inx + yê 
= ye xylnx) = y? = xylny > 


2 
; — xy In 
=>|y dies Pad y El 
x xyInx 


Exercicios Propostos 


12.31) Em cada caso a seguir, admita que a equação dada represente pelo menos 
uma função y = f(x) e obtenha y'. 


a) xy. yº =2 c) tgy=xy 
b) xy-Iny=1 d)el=x+y 


12.32) Obtenha a equação da reta tangente à curva de equação yº -4x* = 6xy, nO 
ponto (1, 2). 


270 


Capitulo 


1 3 Funções inversas e derivadas 


13.1 - DERIVADA DE UMA FUNÇÃO INVERSA 


Sejam f e g duas funções, tais que uma é a inversa da outra. 


g 


Suponhamos que g seja derivável no ponto b e que f seja continua no ponto a, 
onde a = g(b). 


g 


Demonstraremos que 


Se g'(b) = 0, então f é derivável no ponto a e 


á 1 
ASAE 


Feita a demonstração, poderemos escrever 


Fb)=— (para 9'(y)=0) 
(y) 
ou 
dy De sp 
x dx [para Seo) 
dy dy 


271 


Demonstração 


Como fe g são inversas uma da outra, ambas são bijetoras e portanto, para xa 
temos f(x)=b. Por outro lado, sendo f continua no ponto a, quando X—4a 


temos y —> b. Assim: 


o na v=b gly)-gib) vo [aly)-g(b)] g'tb 
—b 
4 
Portanto, para g' (b)= 0, temos f'(aj=-—-—. 
(b) (2)= 505) 
Se já soubéêssemos de antemão que f'(x) existe, poderiamos partir de 
g(ftx))= 


e derivarmos ambos os membros em relação a x (aplicando a regra da cadeia ao 
membro esquerdo) obtendo 
CU a 
ou 
7 
Pjxj=—-— 
gy) 
Exemplo 
Consideremos as funções: 
E =fixj=log,x (função Iegaritmo) 


x=0(y)=a” (função exponencial) 


as quais são inversas uma da putra, 
Vimos no capítulo 11 que g'ty)=a”- Ina. com g'(y)=0 paratodo ye R. Assim, 


de acordo com a regra deduzida acima, temos 


RE RE Sp 


ao que estã de acordo com o que vimos no capitulo 11 sobre a derivada da função 
logaritmo. 


Exercícios Resolvidos 


13.1) Consideremos a função definida por 
y=l(x)=="-1 


Calcule a derivada de E no ponto y = 7. 
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Solução 


Paray=7 temos x*-1=7, donde x= 2. Seja x = gty) a inversa de f, isto é, 
g=1" 


[f(2)=7 f 
lot7)=1"(7)=2 E oii 
Temos r'(x)= 3x) e portanto f(2)=12. mem 
1 q = pr 


Assim: (PPM) =g'(7) E) —s 


Compare este exercicio com o exercicio 12,14, 

112) Dada a função y=x)+3x, calcule a derivada de sua função inversa no 
ponto y = 4, 

Solução 

Sendo Y= tix)= x+ + Axo. seja % et Iyvi= gty)- 


Para y=4 temas x! +3x = 4. Esta última equação pode ser resolvida pelo método 
de pesquisa das raizes racionais (veja capitulo 15, do volume 7 desta coleção) & 
obtemos x = 7, 


[ti)=4 —— is 
[Mr 4)=9(4)=1 LE aê 
Temos r'(x)= 8% 58 e, poranto, (1) =6. g=f" 


Assim: (O )(4)=9'(4)= 


aja 


pe sa 
f'(1) 
Exercicios propostos 


13.3) Dada a função y = 2x”, determine a derivada de sua função inversa no ponto 
y=-2. 
13.4) Consideremos a função definida por 
y=tix)=n"+ 4x 
Obtenha a derivada de f”' no ponto y = 16. 
13.5) Seja a função definida por f(x) = x) + xº +17. Calcule (1 (19) 


13,6) Seja f uma função invertível tal que a reta tangente ao gráfico de f no ponto 
ta: b) tem coeficiente angular m (m = 0). Qual é q coeficiente angular da rela 


tangente ao gráfico da função f”! no ponto (b: a)? 


DR 


13.2 — DERIVADAS DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


a) Função arco-seno 


H 


x 
Consideremos a função f, de [-1, 1] em 58] tal que 


v=F(x]=aresenx 


3 em [-1; 1), dada por 


ho Ia 


A inversa de fé a função g, de [- 


y=g(y)=seny 


Sabemos que ag (y)=(seny) = cosy. Como - |, temos cosy 20 é 


ponanto 


g'(y)=cosy= /1-sen?y == 


Assim, para a'(y) *0 (istos, para x*+1), temos 


: = L = as 

"Oq IR 
OL '= Rs 

farcsenx) age. 


b 


ur 


Função arco-cosseno 
Seja a função f, de [--t; 1] em [D; x) dada por: 
y=f[x)=arccosx 
A inversa de fé a função q, de [0; n] em [-1, 1], dada por 
x=g(y)=cosy 


Sabemos que g (y)=-seny. Como Osy sr, temos seny =D e portanto: 


g'tyJ=-seny=-yI-cos?y=-V1-x? 
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Mar 


Assim, para g(v)=Olistoe, x E 11, temos 


E SD a 
Sd 


ou 


Função arco-tangente 


Consideremos a função f, de &R em Hã a . dada por 


y=F(x]=arcigx 


Sua inversa é a função g, de |-=:=| em :%, definida par 


x=g(y)=t9y 
Sabemos que 


g'(v)=ltay) -seciy= i+lg"y 14 x! 


Assim 


1 
” (ereto 


Função arco-tangente 
À função f de X em JD: x[, definida par 
y=t(x)=arecotgx 
tem como inversa a função g, de JX; n[ em &X, definida por 
x=g(y)=cotgy 


2"3 


Mas 


g'(y)= [cotgy)'=-cossec?y = —(1+ cotg? y) = (142º) 


Assim 


OU 


Exercícios Propostos 


gty) 1+x 


(arccolgx)'= 


1 1 


1+ x? 


13.7) Obtenha as derivadas das seguintes funções: 


a) f(x)=aresenõx 
b) f(x)=arccos6x 


Cc) f(x)=aretg7x 


e) f(x)=3(arcsenZx) 
8 f(x)=arcsen(xº +2x) 


9) f(x) E +1) -(arccosx) 


d) f(x) = arecolg3x h) (o dapreer 


13.8) Determine as derivadas das seguintes funções: 


a) f(x)=arecose* Cc) f(x)= Jarctgx 
b) (x)=aresen a) t(x)= aresen x 


13.3 - FUNÇÃO POTÊNCIA DE EXPOENTE RACIONAL 


A regra de derivação da função potência f(x)=x" é 


Como vimos no capitulo 12, estava faltando a justificativa dessa regra, para O caso 
de a É racional não inteiro e x < 6. Com o auxílio da derivada da função inversa, é 
possive) completar essa justificativa. Daremos a seguir a justificativa da regra para 
o caso geral em que a é ratiónal. 

Inicialmente consideremos a função q dada por 


y=g(x)=Vx = nv 
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onde n é um número natural nulo tal que: 


se n é impar, x é um número real qualquer 
e senépar x2>20 


A inversa de g é a função h dada por 


x=h(y)=y" 


E cs 


De acordo com o que vimos sobre a derivada da função inversa, temos 


1 1 1 1 1 ARS - 
RO 8 fla E E da 
h'(y) (y") ny no (x! ) ESA n 
Portanto 
do da 
(xn)'=—. x" (D) 
n 


Consideremos agora a função potência 


(x)=xº 


m n ” 
onde a=—  commeZ enenN'. 
n 


Assim 


m 1 


0) =5" =x" =(x0) 


Usando a regra da cadeia e a igualdade (|) acima, temos 


=|m Eae ja E x - 
n 
mn eds im Bs 
ER " =— . xr =a xo 
h n 
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Paranto 
(0º) ea 


para a racional, desde que estejam satisfeitas as condições de existência. 
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Capitulo 


1 4 Algumas aplicações das derivadas | 


141 - REGRA DE L'HOSPITAL 


Ao estudarmos a calculo de limites, vimos que aa tentarmos calcular um limite da 
tipo 


fix) 
sa 9(X) (1) 


às vezes ocorre que 


lim t(x)=limg(x)=0 
Kx-a RR: | 
e assim O limite (l) toma a forma - que chamamos de indeterminação. Nest 


caso, como vimos, frequentemente era necessário executarmos alguns aníficios 
para calcular o limite. A seguir, apresentaremos um teorema, conhecido pelo nome 
de regra de L'Hospital*, o qual às vezes facilita o cálculo de tais limites. 


Teorema (regra de L'Hespital) 


Se Imt(x)=0e limg[x)]=0 e se existe lim dial | então existe lim 109) e 
ua sma s-+02 g [x «2 0[X) 


Deixaremas a demonstração deste teorema para o próximo capitulo pois ela 
depende de outros teoremas gLe lá serão apresentados. Por enquanto vamos 
aperas aplicar o teorema. 


“Guillaume François Antoine de L'Hospital, Marquás de St. Mene, Francés, 1661-1704 
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Exemplos 


Consideremos o lim 
E23 X — 


= 2 = 
lim [x 9) O e lim (x — 3)= [E 


xº - O 
isto 2, existe à im ET Portanto, as hipóteses don teorema de L'Hosprial 
Kb T — 


estão satisfeitas e, assim, temos 
2 y 
HS e (x E] = 


lim =limn>-— = 
03 E— 3 K + fx-3)' 


Apenas para comparar, vamos calcular esse limite sem usar à regra de L'Hospital: 


2z 
im E =8 tim (x+3)Hx-3) 
=] x —3 z-—3 (x- 3) 


= lim (x + 3)=6 


De acorda com a regra de L'Hospital, sendo lim f(x) = E lim g(x |=0 é 


“a 


f(x) am ; a: E 
Ei - |, existirá também o lim ato -. Porém isto não quer dizer 
g'(x) «0 0(X) 


que se não existir o lim Fx À tambem não existirão lim, EO) . Na realidade é 
1-0 (x) s50 gtx : 
oe nE : f(x] Fix) ; 
20ssivel existir 0 lim —— sem que exista 0 lim —> 2, como ilustra 0 exemplo a 
zZ-— O g(x E »0 g (x) 


existindo o lim, 
Asi 


seguir, 
Exemplo 
Sejam Tix)]= x sen- e g(x)=sen(x). Usando as técnicas de cálculo de límiles 


vistas anteriormente. obtemos 
15 


lim f (x) = lim/ x sen— à fe 
x+D x- 01 x) 


lim (x) = lim senx= 0 


o fix R X 1 
lim ——£ = lim =-——L - lim -“limx- sen-=0 
x +) g( x) x>0 senx x>0 BEN X xD x 


q 0 
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ace geo : Tao 
isto é existe O lim as - Analisaremos agora a expressão ( ) : 
a] stx) 


4 
f(x) (xºseni | aeEn = nas 


pas ni Cm Spas 
g (x) (senx) COS X 
“4 1 " 
f' x) cos 
É possivel verificar que não existe o lim — —| pois não existe lim X Ie, 
«0 9'(x) 10 COS X 


+ 


; fix é . T'(x 
assim, lemos um caso em que existe O lim ES mas não existe 0 lim il ) 
2 9(x ) z42 9" x) 


ne 
Pode ocorrer que, ao aplicarmos a regra de L'Hospital, a expressão ( si ainda 


seja indeterminada, Neste caso, desde que as condições do teorema estejam 
venlicadas, aplicamos a regra novamente, como ilustra o exemplo a seguir. 


Exemplo 
Sejam 


tixi=nt-w] 3x] +656x-2 [= glx)J=x'-5xº +8x) -7x+2 


Temos 

e) a ti e -xº-3x]' +5x-—2 « 2 para x 1) 
g(x) x!-5x!+9x]-7x+2 O 

Pix) axt-3x) -6x+5 ds ra x=1) 
ata) 4x) - 15x) + 18x =7 o? 

pá e 

É 12x? -6x-86 Ee 1) 
g'(x) 12x] -a0x+18 [D| 

(x) | 24x-8 pd) 


Vemos então que existe 0 lim 4 E Partanto existirão também 
1=.1 gi x 
t' f w 1 
fim ( É) ; mato e lim ta 
a=igê(x) Fl (x) ai g/x) 
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Ass 
xx) 3x2 46x-D;— 
ot xt 5x) + 9x? -7x+2 

o ari gx -Bx+s 
lim ———= 
«1 dx — 15x +1Bx— 7 

Cc 12x2-6x-6 
= lim —5—— = 
“1 12x*º — 30x +18 

; 24x — 6 
Edimar 

«++ 24% — 30 


Quando tentamos aplicar a regra de l'Haspital varias vezes em seguia 
precisamos tomar cuidado ge, a cada passagem, verificarmos se ainda temos uma 
indeterminação pois se não houver a indeterminação, não vale a regra € 
poderemos chegar a resultados errados. Consideremos por exemplo a seguinte 
sequência de igualdades: 


a £ 


x -8.. A a 
O quociente — q é indeterminado para x = 2, mas o quociente e não e. 
x 


Assim, a igualdade 
lirm Cad = faces 
x—>2 2x uu 2 


É falsa e o limite não é 8. Apenas a primeira igualdade é verdadeira: 


RE o O 
Im=—— =lim>D =3 
x—2 = 2-2 Px 


Pode-se demonstrar ainda, que a regra de L'Hospital vale para os limites laterais, 
isto é: 


1.º) Se dim fix)= fim g(x)=0 e existe o 


lim BLA então lim LO 2 tim its 
do. 68) 90) em g'(x) 
29Se lim f(x)= lim g(x)=0 e existe o 
r sa- x são 
ty R 
lim MIM então lim ge lim ia 
r=a- g'(x) *—a- ](%) x=a- 9 (x) 
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Exercicios Resolvidos 


14.1) Calcule lim S22 


127º — À i 
Solução 


Observamos que 
: : 3 
lim ([x-2)=0, e lim ( ) 


Nolamos também que 


isto é, existe lim E Cida Pertanta, de acordo com a regra de L'Hospilal, temos 
aci (e -8) 
x-2)' 4 
lim E - tim, Eai? = Z 
PPA C(d-s) 
[| 


14.2) Calcule lim 
E 


Solução 


Aqui temos 


xD + X-—O 
Vemos lambém que Dê 7 Ri 
E (ai PP cias 
donde By A De E Reco“ De) 
Aesi lim ess: e lim ce 
SSIm Rc (x?) : s=0- wo 


x 


8-1 abr ; 
e não existe lim 7 . par serem diferentes os limites laterais. 
Do w 
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e 1“ cos EK 
| : 
14.3) Calcule o a E su 


Solução 


Qbservemos que 
lim (1-cosx) = lim[x2)=0 
x— 


u— O 
 (i-cosx)  senx 1, senx 1 
e lim ——> + = Jim >—>"— = — bm = 
= -+0 2 s=0 2x 2x0 x 2 
| 
(4) 
E  (1-cosx)y | 
vemos então que existe lim *————=— *. portanto: 
e ai 
— 4-cosx  fi-cosx)' 1 
Jim E «lim—— — = — 
z b A x-"Ô (x?) Ê 


, Ze" -2-2x-—x 

id.4) Calcule lim E = 
20 Ex 

Solução 

Notamos que 

[5x)]=0 


lim/2e*-2-2x-x2) = lim 
Z—0* d 


no * 


Derivemos o numeradore o denominador: 


(2e*-2-2x—xº)  Ze*-2-2x 


= | 
[5x ) 15x? th 


Observando que 


lim/2e-2-2x)= hm[15x])=0 
x * x = * 


vamos derivar novamente o numerador e o denominador: 


Notando que 
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vamos derivar mais uma vez o numerador e o denominador: 


(2e” -2) ae ze” 
(30x) 30 
Vemos que a jin éE E. Portant 
q en” 5 ortanto 
. 2e'=2-Dx=xº Pe =D=2% 2e 
lim—"——— > = lim ——————— = m 
x 0 x-0 15x? x—0 
Fo: 
14.5) Calcule lim === 
de E mM 
2 IX- 
2 
Solução 
Observamos que 
RR: 
lim cosx= lim |jx-— =0 
am À EE 1 2 


2 


Neste caso, devemos ter x» L+ e não x> > para satisfazer a condição de 
2 


existência da raiz quadrada: x - > 0. Vemos que 


Portanto 


Exercicios Propostos 


14.6) Calcule os seguintes limites: 


1-=x 


b) 


d) 


f) 


h) 


- tm [caes 


a x>E 
us 2 
2 Rs 
2 


V 


“ mx 
lim 
Zo1]J=x 


aca 
lim 
x-1 X% e] 


XxX — 


lim 
+ x — 


sen 3x 
x—0 sen 7x 


IM 


senx)=0 


=n 


(com ne Nº) 
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14.7) Calcula os limites: 


Ê SGÊNX=> XxX COS X 
a) lim —————— 
x-s0 wo 


lim 
S) =D vi 
x -2x+2Infx+1) 
e) lim > SDS AO 
x. 5 x 


14.8) Calcule os limites: 


: vl- x? 
a) lim 
1-0 Inx 
Incos 7x 
Cc) —— —— 


im 
==0-|nços 3x 


e) lim(1-cosx)-cotgx 
mn 


De! -2. 2x-x 


ltrm 
bj w—»d Era 


. Pexi-e" se" 
Di ao 
x>0 7 - Ser X 
; Igx—x 
f lim SEO 
z>D x — SEM X 


ásia t-cos” x 
) x—sD x 
“ Intg3x 
lim q 


x | ta EX 


: nX 
Ee aa 


14.2 —- OUTRAS FORMAS DA REGRA DE L'HOSPITAL 


Fode-se demonstrar que valem os seguintes teDremas; 


1.9 Se limf(x)=limg(x)=0 cexisteo 


“sr 


2º; se limf(x)=limg(x)=co e existe o 


“—a 


lim EA, então im EUR. lim (x) 

sos g'(x) F-a (x) 2 0'[x] 
3.) se lim f(x) = limg( x) =% e existe O 

MRE amo qr Ml q CD) 

E-+o qÊx —p a g(x) +" 9'(x) 
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Exercicios Resolvidos 


14.9) Calcule o lim is 

r=5- 193% 
Solução 
Aqui temos lim (tg5x)= lim (tg3x)= +m 

a aa 
Observamos que 
t95x)' 2 ZE 
lim (t95x)' im Ssee 5x lim Secos 3x 


= lim = 
sul. 3-5 -2c0s5bx - senóx 
Z 
F cos dx sen3x e 
u=o3. cosbx 4,3 sensx 
2 z 
“ 
: 3 
' im Ssen3x f js 
ES | Ssen5x Sx 5 
= 
bi] 
Assim 
tg5x |) a 
li Sa (tgSx)' a 


— m - 
sz t93X E. (tg3x)] 5 


1410) Calcule 0 lim 


x 
cor ly? 42. 
Solução 
Aqui lemos lim x = lim Jxº+2 =» 
Hs” sm 


Derivemos o numerador e o denominador: 


E o 4 x +2 


(ve +2 +2) e * ' 


rodo (tgax)' uai. I5BC) IX a E. 3cos" 5x 
z 


5.3. 2cos3x -sen3x 


Este último quociente ainda é indeterminado para X>00, Derivemos novamante O 


numerador & à denominador: 


1 
2 i a 
(0º +2) E 


(x) 1  Vê+2 
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Podemos abservar que voltamos à expressão original, donde concluimos que 
neste caso a regra de L'Hospital não nos pode ajudar. Vamos então calcular esse 
limite de um outro modo. 


E 
lim —===— Jim 
Xe Jp? ns aidá inss ri 
lim —————— 1 =1 
X-> 0 x? a FREi 
14.11) Calcule lim Lt Senx. 
=. x 


Solução 


Notamos que 
lim (x+ senx) = lim (x)=00 


X-+m 


Derivando o numerador e o denominador obtemos 


No entanto a expressão 1 + cos x não tem limite para X-—>00, pois seu valor fica 
oscilando de O a +2. Assim, neste caso também a regra de L'Hospital não pode nos 
ajudar e devemos calcular esse limite de um outro modo. 


x+senx .. ff. senx 
lim XESENX À ml4+ h=1 
x s% X xs X 
Exercícios Propostos 
14.12) Calcule os limites 
sen-— 
Insen3x 
a) lim x b) lim ——— 
ue 1 x—0+ Insen 4x 
x 
E tg 3x = 
c) lim - d) lim Rita 
ia x —2+ X 
15 g x In(e e ) 
4 x 
; X 
e) lim— f) lim 
X-r e X—om yo 


44.3 —- APLICAÇÃO DA REGRA DE L'HOSPITAL À OUTROS CASOS DE 
INDETERMINAÇÃO 


1 -— e o ga 
Vimos à aplicação da Regra de L'Hospital a indeterminações do tipo o ES No 


entanto, há outros casos de indeterminação, Como por exemplo 


Ô. co, ne 092, x Be w— no 


que podem ser reduzidos a O ou 2, mediante transformações que são 
Q o 


indicadas à seguir. 


4.º) lim fix)  g(x) =D * 00 


nd 


g(x 
1 


g0x) f(x) 


+ 


Neste caso fazemos f(x)-g(x)= el ou f(x) - g(x)= 


2.º) lim fitx) — g(x)] = 8 — oa 

Aqui tentamos transformar a diferença f(x) — g(x) em uma única expressão: 
f(x) — 909 = hbo 

Caso seja necessário, Usamos D artifício: 


(x )-g(x)= f(x) | TO 


3 mf ro) =0º ou «e? ou 1º 


Neste caso caltulamos O im fr (seje 


Exercicios Resolvidos 


6 x] 
14.13) Calcule o lim | xsen-— |, 
Ler x) 


Solução 
Como limx =o e limsent=0, o limite dado é uma indeterminação do lipo 
x 


Kra. Kb 


= - 0. Fazemos então 
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já 
sen — 
x 


4 
m 
Assim, lim | esent] = lim 
= sr X Z=9 


x? 


Este último limite & uma indeterminação do tipo - e assim. podemos lentar aplicar 


a regra de | Hospital. 


sen — E cost 
: A Fé 
lim = lim » E lim | — - cos— |=09 
=> e = K-1H 


Feranto, TES ?senE Jem. 
x 


eme 


14.14) Calcule o tm E) 
XxX 


In x 
Solução 
1 1 
Como lim =+Hp e lim — = b também -vwelm— =-— 
too Km] s>1- In x na x —] e=1- in x 
vê-se que os dois limites lalerais representam indeterminação do tipo »-»» para d 
1 1 
diferença — —— 
x— 1 Inx 


Fazeros então 
A Inx—(x—1) Inx—x+1 
“—1 Inx fx-1)-Inx “(O 1)nz 


Assim, tm [ 


sa = nx—-x+1 
vo 8-1 Inx 


= lim —— —— —., 
sp =1] dn 
Este último limite & uma indeterminação do tipo - e portanto podemos usar à 


regra de L Hospital 


1 
[tnx=x+H e! 1=* 
Lo TE ER TR O 
x [(x-1)- nx |) meu) É x—t xInx+x—1 


Este último limite ainda é uma indeterminação do tipo = Vamos enlão derivar O 


nuúmerador e o denominador. 
(1-x)' à —1 -1 
in —— a A = lim =— 
e (xlnz+z>1)0 1 Inx+2 2 
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Portanto: aa e 

«5 x-1 Inx 2 

a 
14,15] Calcule lim x!" *., 
X-+1 

Soiução 
Tem-se limx=1 e ainda lim abs, =-o e lim =+o. Ássim, os limites 

ado ae 1= x s=1- 1—x 


- , k E" - 4 ; 5 a 
laterais representam indeterminações dos tipos 17 e 1”, para a expressão x *. 


Vamos então calcular 


ainda 
lim Insc! E 5» 


z=1 | | 


p= tim IS cin p= tim A 


1 
-x 


lim In x 
n=-+1 | | x—+1 


1-x 


Esle último limite & uma indeterminação do tipo o e, assim, podemos tentar usar 


a regra de L'Hospital, 


í , 


Assim, lim!Inx'-* Re 
E-51 
Neste ponto devemos nos lembrar de que, devido à continuidade da função 


logaritmica, temos lim (Inf(x)| = Inf lim EO)! . Portanto: 
x--a “—a E] 


1 
e 


“—s 


] a 
lirm ETR tapes = A>limx 
ai l 
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Exercícios Propostos 


14.18) Calcula os limites: 


a) dim e nx) b) li 


X— 


14.17) Calcule os limites: 


; 1 
by lim l — — COSSEC x] 
ah mé 


14,18] Calcule os limites: 


a 
a) lim (cos 2x)” 


b) lim (senx poe 


c] tir [cos x pé 


e) lim x" 
0 
figa Pes 
E] Tá] 
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6) lim (1-tgx)- sec2x 


4 


d) li - 
al cotg x 2cosk 
? 


3 


9) lim xt" 
x -Q 
cx 
h) lim (1-2 
1 
o litm x* 
X—m 
1 


p lim (e -5x)* 


nm 


1 
k) lim fcotg x Jin 


D tim (T+ 2xJã 


se 


f x z 


) 


d) lim xe” 


14.4 - VELOCIDADE E ACELERAÇÃO 


Consideremos um ponto material P movendo-se sobre uma curva y. Para 
descrever o movimento de P é útil estabelecer-se sobre y um sistema de 
coordenadas abscissas sendo que, por razões históricas, a palavra “abscissa” é 
substituída pela palavra “espaço” e é simbolizada pela letra s. 


Exemplo 


Na figura a seguir, temos uma curva y sobre a qual foi estabelecido um sistema de 
coordenadas abscissas, usando-se metro(m) como unidade de medida. 


(1) » 


s(m) 


Nessa figura temos 


[o espaço do ponto A é 2 metros, isto é, s, = 2m 
|o espaço do ponto B é —1 metros, isto é sg = -im 


Se um ponto material P tem espaço s, no instante t, e o espaço s, no instante 


t,, com t, zt, a velocidade escalar média de P, entre os instantes t, e t, é 
definida por 
S,-—S As 
Va E 2) EM va 
to—t, At 


Suponhamos que exista uma f 
função f que a cada instante t 
associa o espaço s de P(Figura a), 
isto é, s=f(t). A velocidade esca- 


lar instantânea de P no instante t, (Fig. a) 
é definida por 
fito )-f(t . s-s : 
det Milo dt). lim 228 = fº(r,) 
Ness > 


pot, to —ts 


Se fizermos t,=t e t,=t,+At, temos 


= lim 
Ym at>0 At dt 
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Sejam v, e v, as velocidades escalares de P nos instantes t, e t,, res 
pectivamente, com t, = t,. A aceleração escalar média de P entre os instantes 


t, e t,, é definida por 


Suponhamos que exista uma função g 
g que a cada instante t associa a —— As 
velocidade escalar instantânea de V 


P(Figura b), isto é v=gít). A 
aceleração escalar ins-tantânea de 
P no instante t, é definida por 


Rê g(to)-9(t;) 
atas im tt, 


(Fig. b) 


Fazendo t,=t et, =t,+At, temos 


a(tj= lim — =— 
AI-0 ANt attt 
Às vezes é possível relacionar o espaço de P com o tempo, através de uma 
equação. Neste caso, tal equação é denominada equação horária do espaço. Se 
for possivel relacionar a velocidade escalar instantânea de P com o tempo, através 
de uma equação, esta equação denomina-se equação horária da velocidade 
escalar. Se existe uma equação que relaciona a aceleração escalar Instantânea 
com o tempo, essa equação é denominada equação horária da aceleração 
escalar. 


Exercícios Resolvidos 


14.19) Um ponto material move-se sobre uma curva de mado que a equação 
horária do espaço é 


s=t-4t"+6t-10 


com s em metros e t em segundos. 
a) Calcule a velocidade escalar média desse ponto entre os instantes t,=3s e 


t=5s. 


b) Determine a equação horária da velocidade escalar instantânea. 
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c) Calcule a aceleração escalar média entre os instantes t=1set,=4s. 


d) Determine a equação horária da aceleração escalar instantânea. 


Solução 


a) s=-4t2+6t-10 


|! =38>s, =(3)'-4(3º)+6(3)-10= — tm 


lh =585s, =(5)/-4(52)+6(5)-10 = 45m 


C) v=31-81+6 


[t=18>v,=3(1) -8(1)+6 = m/s 
lb=48>v,=3(4)-8(4)+6-=22m/s 


b) s=t?-41"+6t-10 


o 
dt 


d) v=3-Bt+6 


aee Bras 
dt 


14.20) Uma escala de comprimento igual a 5m está com uma extremidade apoiaa 
no chão e outra apoiada numa parece vertical, como indica a figura a. À 


escada começa a escorregar, de modo que num instante t,. a distância 
d é igual a 4 metros (ver figura b) e a extremidade B tem velocidade 
Va =12m/s. Calcule nesse instante, a velocidade v, na extremidade A. 


(Fig. a) 
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Solução 


Adotemos um sistema de coordenadas 
ortogonais como indica a figura c. 
Sejam x a abscissa de B e y 
a ordenada de 4. A cada instante 
devemos ter 


ou 
xº4+y = 25 1) 


Portanto, para x = 4m teremos y = 3m 
- Vamos derivar tados os termos da 
eouação (l), em relação ao tempo e 
usando a régra da cadeia: 


ax dE py 20 Em) 

dt dt 

Mas La va E = = v, - Portanto temos: 
2x -va+rêyo va =U (MI) 


No instante pedido no enunciado, temos 
x=4m, y=3m e v,=12m/s 
Substituindo na equação dlll) obtemos: 
2(4)(12)+2(3)va = O 
va =-16m/s 


O sinal de v, é negativo pelo fato de o ponto À maver-se no sentido 
eixo Oy. 


Exercícios Propostos 


14,21) Um ponto material move-se sobre uma curva de mado que 
hararia do espaço é 


s=t'-2+31" +85 


com s em metros e t em segundos. 


a; Calcule a velocidade escalar média entre os instantes 1, = 35 € t, 


b) Determine a equação horária da velocidade escalar instantânea. 
c) Calcule a aceleração escalar média entre os instantes t,= 15 e ., 


d) Determine a equação horária da aceleração escalar instantânea. 
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negativo do 


a equação 


55. 


55. 


14.22) Consideremos uma partícula movendo-se sobre um eixo Ox de modo que a 
equação horária de abscissa x & 


x = Scos[S1+5] 


com x em metros e t em segundos. 


a) Delermine a equação horária da velocidade escalar instantânea. 
b) Determine a equação horária da aceleração escalar instantânea. 


14.23) Uma escada de comprimento 
igual a 1“àm tem uma 
extremidade apúiada no chão A 
e a outra extremidade apoiada 
numa parede verical, como 
indica a figura, de mada que 
num instante t,, a distância d 


é iguala f2m e a extremidade 
à tem velocidade 4,A mis. : 
Caleule, nesse instante, a Í ! 
velocidade da extremidade B. 


14,5- TAXA DE VARIAÇÃO 


Consideremos a função f dada por y = f(x). Costuma-se dizer que f(x) é a taxa 
da variação de y em relação a x. Assim, podermos dizer que a velocidade escalar 
instantânea é a taxa de variação do espaço em relação ao tempao. Do mesma 
mado, a aceleração escalar Instantânea é a taxa de variação da velocidade escalar 
em relação ao tempo, 


Exercicios Resolvidos 

14 24] Um balão de borracha de forma esférica & enchido de ar. de modo que seu 
raio aumenta à razão de 0,2crys. Calcule a taxa de variação da volume 
desse balão em relação ao tempao, no instante em que o raio for igual a 
10cm. 


Solução 


O volume de uma esfera de raio R & dado por 


W = 4 x? 
3 
Usando a regra da cadeia termas 
VA sp. SR (1) 
dt 3 dt 


ca? 


No instante mencionado no enunciado, temos 


R=1lcm e EE = 0,20m/s 


Substituindo em (1) 


dv 4 z 

— g-=t.3. 10 » 0,2 
re 
dO om emija 


Exercícios Fropostos 


14.25) Uma esfera aumenta de volume de modo que seu raio aumenta é razão de 
1,5 centimetros por segundo. Calcule a taxa de variação da esfera EM 


relação ao lempo, quando o raio for igual a 2bem. 


14.26) O raio de um circulo aumenta à razão de 0,4 metros por segundo. Calcule a 
taxa de variação da área do circulo em relação ao tempo, no instante em 
que O raio for igual a 5 metros. 


14,27) Calcule a taxa de variação da área A de um circulo em relação ao seu raio 
R. 


14.28) Caleule a taxa de variação da área de um circulo em relação ao seu raio R 
no instante em que R = 5m. 


14.29) Um reservatário de água tem d 
a forma de uma cone de 
altura H = 8&m de diâmetro da 
base d=4ém como indica a 
figura. O reservatório está 
tendo enchido à razão de 
0.015mº/s. Calcule a taxa 
de variação da altura h do 
nivel da agua em função do 
tempo, no instante em que 


h =2m. 
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Capitulo 


Variação das Funções 


15.1 - INTRODUÇÃO 


Nos capilulos anteriores vimos algumas aplicações das derivadas. Neste capítulo 
veremos que a derivada tem aplicações importantes no estudo da variação de uma 
função. Apresentaremos teoremas que nos permitem deterrninar Os pontos máximo 
cu de minimo e os intervalos em que a função é crescente ou decrescente. Assim, 
antes de prosseguir, é interessante que a leitor reveja os conceitos de ponto 
máximo, panto minimo, ponto de máximo relativo, ponto de mínimo relativo, 
função crescente e função decrescente que foram expostos no capítulo 3. 


No final deste capítulo faremos a demonstração da regra de L'Hosgpital vista no 


ctapilulo anterior, pois esta demonstração depende de teoremas que aqui serão 
apresentados, 


15.2 - TEOREMA DE WEIERSTRASS 


Se fé uma função continua num intervalo fechado [a; b), então f tem ponto de 
máximo e ponto de minimo nesse intervalo. 


Se imaginarmos o gráfico de ima função continua como uma linha sem saltos cu 
interrupções, é fácil “acreditarmos” que o teorema deve ser válido. No entanto a 
demonstração desse teorema é muito complexa e, assim, não a daremos aqui (O 
leitor poderá encontrar essa demanstração em livras de Cálculo Avançado). 


Vamos apenas dar alguns exemplos para ressaitar as hipóteses do teorema. 
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Exemplo 1 


Consideremos a função f definida 
por f(x)=x?+2 e o intervalo 


fechado [-1; 1]. Temos uma função 
continua em um intervalo fechado. 
Portanto esta função deve ter O 
ponto de máximo e o ponto de 
minimo nesse intervalo. Há dois 
pontos de máximo que são os 
números 1 e-t e o valor máximo 
correspondente é o número 3. Há 
um ponto de minimo que é o 
número O e o valor minimo que é o 
número 2. | 


Exemplo 2 


Consideremos agora a função 
definda por f(x)J=xº+2 e o 


intervalo aberto ]-1;1[. Temos uma 


função continua num intervalo aberto. 
Portanto o teorema não garante que 
haja ponto de máximo e ponto de 
minimo nesse intervalo. De fato, é 
fácil perceber que a função assume 
um valor minimo nesse intervalo (que 
é o número 2), mas não tem valor 
máximo. 


Ex lo 3 
emplo y 


Seja a função f definida por 


E o intervalo fechado[-2: 2] O 
intervalo é fechado, mas a função 
não é continua nesse intervalo. Estas 
Assim, o teorema não garante a 
existência de um ponto de máximo e 
ponto de minimo nesse intervalo. De 
fato, é fácil perceber que a função 
não assume o valor máximo nem 
valor minimo nesse intervalo. 


covencobocunquiss als 
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15.3 - TEOREMA DE FERMAT 


Seja Fuma função derivável no ponto x, e definida em uma vizinhança de xp. Se 
Xq É O ponto de máximo (ou de minimo) relativo. então f'(x,)=0. 


Demonstração 


Consideremos o caso em que x, é ponto de máximo relativo. Isto significa que 


existe uma vizinhança V de x, de modo que para qualquer xe VY temos 


Lá) 


fix)<t(xg] 
Ou 

th) ]<o 
Assim, para x > x, temos 


FO) (o 


X-Xy 
donde 
f = 
teta fi ME OD 4 
X-249+ “— xa 


pois, já que f é derivável em x,, podemos garantir que existe 1º (x9) Se X<%g, 


temos 
HejfQta) o 
Xx—Xg 
donde 
f —f 
 (xJ= lim AEE (113 
X—+Hp— X- xo 


Como fe denvável da Xg devemos ter 
Tie (xo) EA A fe EI) 
Assim, de | Ile Hll concluímos que F'(x,)=0D. 


De modo análogo se prova o teorema para o caso em que x, é ponto de minimo 
relativo. 
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Geometricamente, oc significado do 
teorema de Fermat é que nos pontos 
de máximo e mínimo relativo em que 
a função seja derivável a tangente ao 
gráfico da função é paralela ao eixo 
Ox, como ilustra a figura ao lado, 


onde x, é o ponto de minimo relativo 


e x, é ponto de máximo relativo. 


Observações 


1.º) O recíproco do teorema de Fermat y 
não é válido. Pois é possivel termos 
f'(xq)=0 sem que x, seja ponto 
de máximo ou mínimo relativo. 
Consideremos por exemplo, a fun- " 
ção f(x)=xº. É fácil concluir que 


Fes 


f'(0)=0, mas o número O não é 


ponto de máximo nem de minimo 
relativo, como ilustra a figura ao 
lado. 


2.º) Uma das hipóteses do teorema de Fermat é que a função f seja derivável no 
ponto x, considerado. Portanto nada é afirmado para o caso em que f'(x5) 
não existe. Na realidade , quando f'(x,) não existe, pode acontecer que X, 


seja o ponto de máximo ou minimo relativo, mas pode acontecer também que 
não seja nem ponto de máximo nem pento de minimo relativo. Assim, por 
exemplo, a função representada na figura a, a seguir, tem ponto de máximo 
relativo que é o número 2 e no entanto não existe f'(2). Como outro exemplo, 
podemos citar a função t(x)= Yx (figura b). Neste caso não existe f'(0) e o 


ponto O não é nem de máximo nem de minimo relativo. 
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Definição 


Um ponto Xy para o qual F'(x, )= 0, é denominado ponto crítico da função f. 


De acordo com a primeira observação acima, um ponto crítico pode ser um ponto 
de máxima ou minimo relativo, mas também pode não ser nem ponto de maxima 
nem de minimo relativo. 


15.4 - TEOREMA DE ROLLE 


Consideremos uma função f, continua em (a; b] e derivável em Ja; BI 
Se f(a)=f(b), existe pelo menos um ponto x, ema; bl tal que f'(x, ]=0. 


Demanstração 


Sendo f continua em (a; b], pelo teorema de Weierstrass podemos garantir que f 
tem um máximo e um minimo em fa. b) Se o ponto de máximo €& um ponio 
*oe ja b[, de acordo com o teorema de Fermat teremos f'(x,)=0 (figura a) Se 


& ponto de minimo & um ponto x, e ja: b[ |. novamente, de acordo com o leorema 
de Fermat, teremos f'(x,)=0 (figura Db). 


yu 


eee nana ii am mm e a 


. 
+ 
" 
" 
] 
1] 
n 
a 
E] 
a 
“ 
] 
+ 


Se tanto 9 valor máximo como o valor minima forem atingidos nos extremos de 
[3.5], como f(a)=t(b). a função f é constante, e . assim, para qualquer 


xoejJa b[. teremos f'(x,)=0 (figura c) 


Va 
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Observações 


1.2) A hipótese do teorema de Rolle, de que f é derivável em Ja: bl, é importante, 
pois sem ela não poderiamos aplicar o teorema de Fermat. Assim, por exemplo, 
para a função representada na figura d, não há nenhum x, e Ja, b[ para o qual 


f'(x,)=0, pelo fato de a função não ser derivável no intervalo Ja; b(. 


(Fig. d) 


2.º) Satisfeitas as hipóteses do teorema 
de Rolle, este afirma que hã pelo 
menos um ponto x, e la; b[, tal que 


f'(x9)=0. Isto quer dizer que pode 


haver mais de um ponto cuja de- 
rivada seja nula, como ilustra a 
figura e. 


O |-==-==.e-coroun 


PÁ 
a 


; (Fig. e) 
15.5 —- TEOREMA DO VALOR MEDIO 


Se a função f é continua em [a; b] e derivável em Ja; b[, existe pelo menos um 
número x, e Ja; b[. tal que 


f(b)-f(a) 
F(xo) URSO E ai 
Demonstração 
Consideremos a função g dada por 
(b)- mit] 


o(x)=+() | MT) ça 


É fácil concluir que g é continua em [a; b] e derivável em Ja; bl, pois o mesmo 
ocorre com as funções f(x) e h(x) = x— a. Por outro lado, temos: 


o(e) = (a) | O)" 


nos |le-2)=t(8 


o(o)=1(0)-| A) fo -ay=1(5) 
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donde conciuimos que g(a) = gíb). Assim, de acordo com oq teorema de Ralle, 
existe xp E Ja: bl tal que g'(x,)=0. isto é 


flb)=ttal | o 
b-a | 


g'(xo )=T"(x0)- 


Portanto 
t(b)-f(a) 
DU 
Observações 


1.º] A figura a seguir nos ajuda a dar uma interpretação geométrica do teorema da 
valor média. O número 
f(b]-fia) y 
b-a 
é O coeficiente angular da reta r AO No 
que passa pelos pontos (a. f(a)) e f(h) canas secammcomecaco maos o npudioo cargo 


(b: f(b)). Por outro lado. (x) é é 
igual ao coeficiente angular da reta t É 
tangente ao gráfico da função, no ; 
ponto de abscissa x,. Ássim, a : 
igualdade fla) [o ; 
b)-f(a) 

b 


Fixo) Ea 


significa que a reta t é paralela à 
reta r. 


2.2) Dada uma função f, a taxa de variação média de f no intervalo fa, b] é igual a 
flb)-f(a) 
b-a 
e a taxa de variação instantânea e f no ponto x, é iguala f'fx,). como já 


havlamos mencionado no capitulo anterior. Assim, o teorema de valor média 
afirma que, se t é continua em [a; b] e derivável em Ja: b[, existe pela menos 


um xçe ja: b[ tal que a taxa instantânea de f no ponta xy é igual à laxa de 


variação média de f no intervalo fa; b] Dai vem o nome teorema do valor 
médio. Um exemplo físico interessante é o caso da velocidade escalar. 
Suponhamos que o espaço de uma particula em função do tempo seja dado 
pela função f. A velocidade escalar média da particula, no intervalo de tempao 


[ty t,]. é dada por 


e a velocidade escalar instantânea da particula num instante t, é dada por 
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Portanto, de acordo com o teorema do valor médio, em pela menos um instanle 
tn e Jty t>[. 2 velocidade escalar instantânea foi igual à velocidade escalar média 


no intervalo [ii ta )- Assim, por exemplo, se a velocidade escalar médcia de uma 


partícula, em um dado intervalo de tempo, foi igual a 40km/h, em pelo menos um 
instante desse intervalo sua velocidade escalar instantânea foi igual a 40km/h. 


Sabemos que, se uma função F É constante, sua derivada é nula. Cabe enlão a 
pergunta; “Se f'(x]= O para todo x pertencente a um intervalo, podemos concluir 


que essa função é constante nesse intervalo?" À resposta é "sim" e ela e juslificada 
a seguir, no Corolário 4 do teorema do valor médio. 


Corolário 4 


Se uma função fé continua em [s, b]e t'(x)=0 para todo xe ja;b[. antão fé 
constante no intervalo [a; b). 


Demonstração 


Sejam x, e x, dois pontos quaisquer de [a, b), com x, <x,. Então, de acordo com 
o teorema do Valor Médio, existe x e |x,; xa [ tal que 


f(x)= Fixo) TO) 


Ka — | 


Mas f'(x)=0 paratodo xe Ja; b[. Portanto 


Uia Ox )-f(x) 


Ha — 4 
donde 
exp )=T(x,) 


Concluímos então que o valor de f é o mesmo para dois pontos quaisquer do 
intervalo [a; b], o que significa que f é constante no intervalo. 
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Colgrário 2 


Sejam fe g funções continuas em [a: b] e deriváveis em Ja: bl. Se f'(x)=g'(x) 
paratodo xe ja; b[. então existe um ceR, tal que 


t(x)=g(x]+c 
Para lado xe[a;b] 


Demonstração 


Consideremos a função h definida por h(x)J=f(x)-g(x). 
A função h é continua em (a, b] e derivavel em ja; b[, pois fe go são. Coma, para 
todo xela b[, temos t(x)=g'(x), concluímos que b'(x)=f(x)-g'(x)=0 
para tado xe Ja; b[. Portanto, de acordo com o corolário 1, a função h é 
conslante na intervalo [a, b), isto é existe cem | tal que 
hix])=c 

ou 

E(x)-gix)=e 
ou ainda 

f(x)=g(x)+c 
para todo xefa Bife 
Os Corolários 1 » 2 lerão aplicações importantes no capítulo 16. 


15.6 - DERIVADAS E CRESCIMENTO DAS FUNÇÕES 


Teorema 


A) Se f'(x)>0D paratodo xe la; b[, então f é crescente em Ja; PL 
B) Se f'(x)<0 paratodo xe ja: b[, então f é decrescente em Ja; bl. 


Demonstração 


Faremos apenas a demonstração da parte À do teorema: a demonstração da parte 
B é análoga. 
Consideremos dais pontos x, e x, do intervalo ja; bl, com x, <x,. Se f'(x)>0 


para todo xe la b[, concluimos que f é derivável em Ja, bf. Portanto, de acordo 
com o leorema do Valor Médio, existe x, e Jx, x, [ tal que 


” f(x, )-1(04) 
x 


2— My 


P(xo) 
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Mas, como f'(x)>D paratodo xe Ja; b[, devemos ter f'(x,)>0 e, portanto, 


FORGE) 6 (1) 
Xa — X 


Lembrando que x2 >x,, a desigualdade | nos conduz a 


F(x>)-f(x,)>0 


OU 
(xe )> (8) 


Vemos então que para x, >x,. temos f(x,)>f(x,). O que nos leva a concluir 


que f é crescente no intervalo dado. 


As figuras ilustram o teorema. Nas figuras a e b, vemos que a reta tangente ao 
gráfico de f num ponto qualquer tem coeficiente angular positivo, isto é f'(x)>0. 


Assim, a função é crescente. Nas figuras c e d, vemos que a reta tangente 20 
gráfico de f num ponto qualquer tem coeficiente angular negativo, isto é, f'(x)<0. 


Assim, a função é decrescente. 


f(x)>0 Eng 

(Fig. a) (Fig. b) 
f(x) <o 
F(x) <O ) > 

(Fig. 0) (Fig. d) 


Devemos observar que o reciproco do teorema não é válido, ista é, não é verdade 
que 


f é crescente =» f'(x)>0 


f é decrescente > f'(x)<0 
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Consideremos, por exemplo, a função f 
representada na figura e. À função f é 
crescente e, no entanto, no ponto x, a 
reta tangente ao gráfico é paralela ao 
eixo Ox, isto é, f'(x,)=0. E fácil 
perceber então que as implicações 
corretas são 


f é crescente > f'(x))>D 
f é decrescente > f'(x)<O 


desde que f seja derivável no intervalo considerado. 


Exemplo 


A função f:&>R, definida por 
f(x)=Yx, é crescente em todo o 


seu dominio, mas não é verdade que 
F(x)20 em todo seu dominio, pois 


não existe ELO). 


Exemplo y 


A função f representada na figura é 
crescente em todo o intervalo [a; b], 
mas não é verdade que f'(x)20 


A 


x 
o 
O |[-ssocscsusa 


para todo xeja;b[, pois f não é 


derivável no ponto xp. 


Caso em que fé contínua em [a; b] 


Se a função f é continua em fa; b], acompanhando a demonstração do teorema, 
vemos que seu enunciado pode ser alterado para: 


A) Se f(x)>0 paratodo xe Ja: b[, então f é crescente em [a; b). 


B) Se t'(x)<0 paratodo xe ]a; b[, então f é decrescente em (a; b). 
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Exemplo 


A função f representada na figura a é continua em (a; b] e tem-se f'(x)>0 para 
todo xe Ja; b[. Temos então que f é crescente em [a; b]. A função g representada 
na figura b satisfaz g'(x)> O para todo x Ja; b[. mas não é crescente em fa: b) 
(embora seja crescente em Ja: bl). Isto pode ocorrer porque g não é continua em 
(a; b). 


” 


k 


b 
(Fig. a) (Fig. b) 


Exercícios Resolvidos 


15.1) Consideremos a função f:R —» R definida por t(x)= xº - 6x. 


a) Determine os pontos em que f' se anula. 
b) Determine os intervalos onde f é crescente e onde f é decrescente. 


Solução 


a) t(x)-x!-6x=> f'(x)=3x?-6 
f(x)=053x)-6=00 x=v2 ou x=-vV2 


Portanto, os pontos onde f' seanulasão x,=V2 e x, = Raio 


b) Estudando os sinais de f'(x), temos 


Assim 


f(x)>000x<-V2 ou x> 2 
|f()<06-V2<x<d2 
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Como a função f é continua em todo o seu dominio, temos: 


Ir E crescente nos intervalos |-<7;-— do! e [V2:+ of 


| & decrescente no intervalo [-42;'2 ] 


Na ligura a seguir temos um esboço do gráfico de f. 


EE E 5 RE 
O ponto x, = -«/Z é um ponto de máximo relativo e o ponto x, = 2 é um ponto 
de minimo relativo. 


Exercicios Propostos 


15.2) Seja E -—» R, definida por E(x)=2x)-24x+8A. 
a) Determine os pontos em que f(x)=0. 
b) Determine as intervalos onde f é crescente e onde fe decrescente. 


15.3) Consiceremas a função f:R > IR, definida por f(x)=x*- 4x) + 4x] +1. 


Determine os intervalos onde fé crescente e onde fe decrescente. 


| 
15.4) Seja f definida por HO) = em 4x +12, Determine m de modo que a 


função seja crescente para todo xek. 


15.7 - PESQUISA DE MÁXIMOS E MÍNIMOS — APLICAÇÃO AOS GRÁFICOS 


O tegrema do item anterior pode nos ajudar a determinar os pontos de máximo 
relativo e mínimo relativo de uma função f. 
Em primeiro lugar determinaremos todos os pontos x, para os quais ou f'(x,)=0 


«Ou não existe f'(x,). Depois aplicamos a regra a seguir, a qual é consequência 


imediata daquele teorema. 
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Regra 


Seja ft continua em x, e derivável em uma vizinhança de x. 


A) 


8) 


Se f'(x)>0 em algum intervalo à esquerda de x, (sendo x, Um exiremo 
desse intervalo) e f'(x) < 0 em algum intervalo à direita de x, [sendo x, Um 
extremo desse intervalo), então x, é ponto de máximo relativo (Veja as figuras 


Let. 
Se f'(x)<0 em algum intervalo à esquerda de x, (sendo x, um extremo 


desse intervalo) e f'(x)>0 em algum intervalo à direita de x, (sendo x, um 


extremo desse intervalo), então x, é ponto de minimo relativo (Veja as iguras 
IV Ve vi). 


(94 


x Em 


FOJ<0 irty=o 


| Xo 
Máximo relativo Minimo relativo 
E(xg) = 0 Fixo) = O 


Máximo relativo Minimo relativo 


Z Oo) A xo) 


(uy * (VI) 


f(x) >0: f(x)<0 


Xy Xa 
Máximo relativa Minimo relativo 
Fixa) á Foto) 


fo) <0o fix)>0 


a 


A 
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Exercicios Resolvidas 


15.5) Consideremos a função f definida por 


f(x) = Lo 2x2 + 3x + 
3 


Determine os ponlos de máxime e mínimo relativo e esboce o gráfico de f. 
Salução 
f(x)= ara -2xº + 3x +1 
Fix)=x]-dx+3 
Como vemos, f está definida para todo xe R. 
Vamos enlão determinar os pontos onde f'(x)=0, 


t(x)=060 x -4x+3=06 x=10ux=3 


O quadro a seguir nos dá o sinal de f'(x) e o comportamento de f para cada x. 


=] 


crescente 


decrescente 


Aplicando a regra estabelecida, vemos que 1 é o ponto de máximo relativo e 3é 0 
ponto de minimo relativo. 
Para esboçarmos o gráfico de f, podemos calcular f(x) para alguns valores de x 
nas proximidades dos pontos de máximo e mínimo relativo, como mostra à tabela 
(se possivel, determinamos os pontos onde f(x)=0). E interessante também 


verificamos o comportamento de F no infinito. Neste caso, temos: 


lim fix)=+e e lim f(x)=—o 


x + 


je 


15.8) Determine os pontos de máximo e minimo relativo e esbaoce o gráfico da 
função fdefinida por 


flx)=w -Bx] +12x—7 
Solução 


Itix)= x" -6x]+12x—7 
[r'tx) = 3x2 12x +12 


Vemos que f' esta definida para todo xe E. 


fe(x)=00 3x] -12x+4122e0D00 x=2 


++ +++ 


crescente 


Como f é continua no ponlo 2, concluímos que ela é crescente para todo o 


dominio. Portanto não há nem ponto de máximo nem panto de minimo relativo. 
Temos também: 


lim fix]=+o0 e lim f(x)=-< 
Hs + Hs” 

Calculando f(x) para alguns valores de x próximos do pento critico x = 2, podermos 

esbaçar o gráfico de f, não nos esquecendo de que f'(2)=Q, isto ê parax=2a 


tangente an gráfico & paralela ao eixo Ox. Num caso como este dizemos que 0 
ponto 2 é um ponto de inflexão horizontal 
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15 7) Determine os pontos de máximo e minimo relativo e esboce o gráfico da 
função f definida por f(x )= Yx-2 


Solução 


Rae am (para x < 2) 


3x2) 


Observamos que não existe x para o qual f'(x)= 0. Vemos também que f' está 


definida para todo x, com exceção de x = 2. Calculando o limite de f(x) para x 
tendenda a 2, obtemos: 


dim H09)= lim FOO)= +co 


Isto significa que a tangente ao gráfico de f, no ponto 2, é vertical. 
Vemos também que: 


lim f(x)=+0 e dim (0) = — 


K—s» + 4 


Calculando f(x) para alguns valores x próximos do ponto 2, podemos esboçar O 
gráfico. 


15.8) Consideremos a função f definida por 


tb) = Hx 1) +2 


Determine os pontos de máximo e minimo relativo e esboce 0 gráfico de f. 


Solução 


6) = Yen! +2 


(O = PE (para x = 1) 
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Observamos que não existe x para o qual f'(x)=0. Observamos também que Í 


está definida para todo x, com exceção de x = 1. O quadra a seguir nas dá o Aval 
de f(x) e o comporiamento de f para cada x (O sinal & significa que É" não 


está definida). 


1 


MIR | amas Go o ++r++ 


decrescente |; crescente 


Aplicando a regra apresentada na leoria, conciuimos que 1 é ponta de mínimo 
relativo. Na realigade, pelo comportamento de f é fácil concluir que 1 à lambém 
pento de minimo absoluto de £ 

Calculando o limite de f'(x) para x tendendo a 1, obtemos: 


i k = lim f'fx]=-—.o 
Jim f (x)j=+o e Jim (x) 
Isto significa que no ponto 1 a reta tangente ao gráfico de f é vertical. 


Temos também: 


im f(x)=+0 e lim f(x)= + 


Er" 


Calculando f(x) para alguns valores de x próximos da ponto de minimo, podemos 
fazer o esboço do gráfico de f. 


15.8) Determine os pontos de máximo e mínimo relativo e esboce o gráfico da 
função f definida por 


Solução 


E 
|rog)= 1-4. = (x =0) 
as PR PE O oU x=-1 
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crescente idecrescente: decrescente: crescente 


Pela regra apresentada, concluímos que -1 é ponto de máximo relativo e +1 é 
ponto de mínimo relativo. 


Temos também: 


lim f(x)=+0 lim f(x) = —o 
im f (x) = —= dim f (x) = —o 


À figura a seguir nos dá o esboço do gráfico de f. 


Ro 


TA 
Bio 
id? 
Ed Va3 
-— 4 


15.10) Seja a função f definida por 


f(x)= 


2x-1 
—-3 


X 


Determine os pontos de máximo e mínimo relativo e esboce o gráfico de f. 


Solução 
f(o)= AS (para x=3) 
[o (parax * 3) 


e 


Não há nenhum x para o qual f'(x)=0. 


decrescente: dacrescente 


Temos 


[Jim t(x)=2 0 dim t(x)=2 


Lig f0)=- dim FO) =— 


Pelo comportamento de f vemos que não há ponto de máximo relativa nem 
minimo relativo. & figura a seguir nos dá o esboço do gráfico de [. 


e 


[] 
a 
h 
a 
h 
A 
E] 
a 
O] 
e 
N 
t 
+ 
, 
srusnanmaçÃdo-couzsu-.. 
á 


-ecoumama na a 


À 
' 
n ] ia 

jrassnnannaas a sum efeedree 

d menina 

; [a ' . 
Cccerrramemainc cr rr en em um ema macendo Sena papu no oo cu. ve se per 
5 4 


5) 
5 
d-  emumam mano 
3 
2 


15.11) Seja a função f definida por 
f(x)= = xsi +12xº" 


Determine os pontos de máximo e minimo relativo e esboce o gráfico de f 


Solução 
3 sia 20 
Tx)» x + 12x 
ria) = ns gut! (x 20) 
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Observamos que não existe f'(0). 


Temas 
x + E 
ta) = 22? «Ba ano (x 8) = Cp 
Assim 
x+B e 
F(x)=0 + — = 0 M=— 
VX 


O 


--- O +++ 


f ] crescente i decrescente | crescente 
Aplicando a regra apresentada na teoria, conclulmos que -8 é o ponto de dra 
relativo e O é ponto de mínimo relativa. Caleulemos O limf'(x) para x tendendo a 


tque é o panto para o qual não existe F'(x)): 


dir, (ção joe aço lino 0) = —oo 


Concluímos então que para x = O a reta tangente ao gráfico de f é vertical (neste 
caso é o próprio eixo de Oy). 

Para esboçarmos o gráfico é útil estudar o comportamento de Epaís pa 
Calcular as raizes de f. 


lim f(x) = +00 Jim fQx)=—0 


x-—+ ns 


ftx)= =05> 5% * 42x! 0 xt3[Cx+12 j=065x=0 ou x=-20 


ya 


144 
- 


OO | escores neme room 


-20 | 
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15.12) Consideremos a função f definida por 


f(x)=xº-3x 


E 3.61 
Determine os pontos de máximo absoluto de f, no intervalo [72 2 | 
Solução 
fl)=x-3x 
P(n)=3R"=3 


Tanto f como f são continuas em todo o intervalo dado. 
f(x)=003x2-3=00 x=10u x=-1 


Observemos que os números 1 e —1 são interiores ao intervalo dado. 


f crescente i decrescente; crescente 


« . po 4 e 
De acordo com a regra apresentada na teoria, concluimos que -1 é ponto d 
máximo relativo e 1 é ponto de mínimo relativo. Temos: 


(-1[=12 e f(1)=-2 


Calculemos os valores de f(x) YL 
nos ex-extremos do intervalo: 65 [ein 
8 


( 5)=8 es(S).86 


| 
cio 
N T 
te— 
E) 
| 
VV mo 


Fazendo o esboço do gráfico de f 
concluimos que o número 1, além de 
ser ponto de minimo relativo, é 
também o ponto de minimo absoluto 
de f no intervalo dado. Concluindo 


também que o número - é o ponto 
de máximo absoluto de fé -2 e o 


CE 
Vo 


máximo absoluto de fé e . 


5 
2 
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Exercicios Propostos 
Para cada função dada nos exercícios de números 15.13 a 15.90, pedem-se: 
a) pontos de máximo relativo; 


b) pontos de minimos relativo; 
c) esboço de gráfica. 


1513) tfx)=x]-3x+4 15.14) ft(x)= x" + 6x -5 
15.15) fix)= x -2x2+3 15.16) tlx)=xt- 4x) +5 
15.17) Hx)=g3x* - 5x? +71 15.18) tix)= Y-x+2 
—s 4x-6 
1519) fix)= x -2) +1 15.20) f(x)=55 
3 
adia ec EE = E a 
) fix) aa 15.22) f(x) SE 
q" =D 
1529) Exje-*— 43 fix)= 
A Ri O 
2 E x+1 
1525) (x)= 15.26) f(x)= 
(x) x) +1 ) 2 +41 
3 
15.27) toc) = 8 4 4x2 15.28) t(x)= ut? Sato 
18.29) Hx) = xt gu 15.30) t(x)= xV3-X 


15.31) Consideremos a função f definida por f(x)= x? -3x+4 . Determine os 


pontos de máximo absoluto e de minimo absoluto dessa função no intervalo 
3 
pó SE DA 
2 


15.5 - PESQUISA DE MÁXIMOS E MÍNIMOS — USO DA DERIVADA SEGUNDA 


No item anterior vimos um método de pesquisa de máximos e minimos relativos 
que se baseia no estudo da derivada primeira da função dada. Veremos agora um 
outro processo, que às vezes é de grande utilidade, baseado na derivada segunda 
da lunção dada. 
Teorema 
' Seja f uma unção tal que f'(x,)=0. 
A) Se f(x,)>0, então xg é ponto de minimo relalivo. 


B) Se F(xo jJ<0, então XxX, é ponto de máximo relativo. 
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Demonstração 


à) Pela definição de derivada, temos 


Es pag = rg DZ ch) TO) 


Mas. como por hipótese f'(x,)=0D. vem: 


o fix +h 
ixo) = im Do 


Supondo que f"(x9)> 0. a igualdade (|) nos diz que. para h suficientemente 
pequeno, devemos ter!" ; 
seh>0, fixg+h)>D 


seh<0 f(x,+h)<ô 


Mas. de acordo com a regra do item 15.7, isto significa que Xq é o ponto de 


minimo relativo. 


E) A demonstração deste caso é análoga à do caso A, 


Exemplo 
Consideremos a função f definida por t(x)= x? - 3x . Temos 
t'(x)=3x]-3 
fixj=0o 9x'-9=08 %x=10uU x==1 


,s5im, OS pontos 1 e—1 são "candidatos" 
a panto de máxima e ponto de minimo 
relativo. Tentaremos decidir através da 
derivada segunda de f. 


fº(x]= 6x 


f(1)=5>0 
t"i-1)=-6<0 


"veja o exercicios 4.12, 


22 


Como f*“(1) > 0, concluímos que o número 1 é ponto de minimo relativo; e como 


f"(-1) <0, concluímos que o número —1 é ponto de máximo relativo. 
Observações 


1.º) Pode acontecer que, além def'(x,)=0. tenhamos também f"“(x,)=0. 
Neste caso o teorema acima não nos informa o que acontece no ponto x,. Na 


realidade, neste caso o ponto x, poderá ser um ponto de máximo relativo ou 
um ponto de mínimo relativo ou nenhuma das duas coisas, conforme ilustram 


as funções f(x)=(x-2)'+3, f(x)=-(x-2)+3 e fix)=(x-2)+1, 
cujos gráficos estão esboçados nas figuras a, be c. 


b) fO)=-(x-2/43 eo to)=(x-2)+1 


Para as três funções dadas, temos f'(2)=0 e f"(2)=0, mas no caso a o 


número 2 é ponto de minimo relativo, no caso b o número 2 é ponto de máximo 
relativo e no caso c o ponto 2 não é ponto de máximo nem ponto de mínimo 
relativo. 


2.º) Quando ocorre f'(X,)=0 e f"(X,)=0. para decidirmos o que ocorre no 


ponto x, podemos recorrer ao método da derivada primeira (apresentado no 


item anterior) ou a um método mais geral, o qual é estudado em Cálculo 
Avançado. 


3.º) O teorema apresentado acima também nos ajuda a obter os máximos e 
minimos relativos que ocorrem em pontos onde a derivada não existe. Nestes 
casos recorremos ao método da derivada primeira. 


Exercícios Resolvidos 


15.32) Consideremos a função f definida por 
FO)= 55-22 +3x41 
Determine os pontos de máximo relativo e minimo relativa 


323 


Solução 
1O)= Dr -20 +31 
f(x)=x]-4x+3 (existe para todo x) 
f'fx)=2x-4 
f'(ix)j-0o x -4x+3=00 x=10ux=3 


Temos então f'(1)=0 e f'(3)=0.. Para decidir se os pontos 1 & 3 são de máximo 


ou minimo relativo, usamos a derivada segunda. 


(1)=20t)-4= -2<0 
f"(3)= 2(3)-4 =2>0 


f"(1)<0=1 é ponto de máximo relativo 
t'(3)>0=>3 é ponto de minimo relativo 


Exercícios Propostas 
Para as funções dadas ros exercicios de números 15.33 a 15.35, pedem-se- 
a) pontos de máxima relativo 


b) pontos de minimo relativo 


19.33) t(x)= 2x) -3xº . 12x +7 
15.34) 1(x)=-x]+6x—5 


e Est o tix)= x -2x]+3 


E] 
15.38) 0) = Ex +36x-1 
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15.9 - MÁXIMOS E MÍNIMOS: ALGUMAS APLICAÇÕES 


À pesquisa de máximos e minimos tem aplicações interessantes tanto na 
Malemática como na Física, Nos exercícios a Seguir leremos oportunidade de ver 
algumas dessas aplicações. 


Exercicios Resolvidos 


15.37) Delermine dois números positivos cuja soma é igual a 45, de modo que o 
produto de um deles pelo quadrado do outro seja o máximo. 


Solução 
Sejam x e y Os números procurados. 
Temos 
x+y= 45 
ou 
y=45 -x 
Sendo p o produto de um deles pelo quadrado do outro, temos: 
P=yx=(45-x)x? = -xº + 45x? 


Devemos agora procurar o valor de x para o qual P tem valor máximo, isto é, 
devemos obter o valor máximo da função f dada por f(x )=P = -x* + 45x. 


Tentemos o processo da denvada segunda. 
[f'(x)=—3xº + 90x 
[t"(x)=-8x+90 


fix]o -32x]+90x=0€ x=0oux= 30 


Em vista do enunciado do problema é facil concluir que a solução x = Q não serve, 
Vamos agora verificar se o número 30 é ponto de máximo ou de minimo. 


t"(30)=-6(30)+90=-90<0 
t"(30)<0=> 30 é ponto de máximo relativo 


Resta verificar se 30 é também ponto de máximo absoluto. Fazendo o estudo do 
sinal da denvada de f, obtemos; 


decrescente 


O a, 


decrescente ; crescente 
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Porém levando-se em conta que x e y são números positivos, lais ue X +) =45, 


concluímos que 0 <x< 45. 
ASSIM temos: 


crescente 


Observamos então que, dentro do intervalo J0; 45[, à esquerda do ponto 30, 1 é 
sempre crescente e, à direita do ponto 30. f é sempre decrescente. Portanto, 
dentra do intervalo considerado, o ponto 30 é ponto de máximo absoluto. 
Devernos ter então x = 30, donde concluímos que y = 15 (pais x + y = 45). 
bs números procurados são 15 e 30, 


ASSIM, 


Observações 


1.º) De modo geral, nos problemas analisados neste item, procuramos representar 
a grandeza da qual se quer achar o valor máximo ou minimo através de uma 
função de apenas uma variável. 

2.2) Nos problemas dos tipos cue estamos analisando neste tem. às vezes pode 
ser muito trabalhoso (ou dificil) determinar se um ponto creo é pento de 
máximo relativo ou minimo relativo: do mesmo modo, pode ser trabalhoso 
verificar se o ponlo de máximo (minimo) relativo é também pento de maximo 
(minimo) absoluto. Em cascs como esses, às vezes é possivel lirarmos à 
dúvida através de uma análise geométrica ou fisica do problema. 


Exercicios Resolvidos 


15.38) Um homem estã em um barco 
sobre um lago, em um ponto P 
situado a 10km da margem do 
lago, a qual é reta. como ilustra 
a figura. Na margem do lago há 
uma casa, sobre o ponto À O 
homem vai de barco até um 
ponta B da margem e de lã 
prossegue a pé alé a casa. 
Sabendo que a velocidade do 
barco & iZkmih e que a 
velocidade do homem é 13kmih, 
determine a posição do ponto B, 
de modo que o trajeto total seja 
feito no menor tempo possivel. 


] 
n 
. 
[| 
O 
F 
k 
b 
1 
a 
“ 
4 
' 
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Solução 


Seja x a distância entre os pontos C at 
e B da figura ao lado. Aplicando o 
teorema de Pitágoras ao triângulo 10 
PCB, concluímos que a distância 


entre os pontos Pe Bé Vx? + 100. dm ct A 
Sejam At, e At,, res-pectivamente, = 


os intervalos de tem-po para ir de P 
aBedeBea. 


241 30 - x 
Temos: At, = a e at, = 


Portanto, o intervalo de tempo total At, é dado por 


at= NX) +100  30-x 
42 13 


Podemos considerar então a função f, definida por 


F(x) = NX 4100 30-x 
(9-2 13 


para 0<x<30, Como queremos que At seja minimo, devemos procurar o ponto 
de minimo de f. 


x 1 
fx) = —==>=—— e— 
(ex) 12V/x2+100 13 
p 
fb)=0 E -—=00x=24 


412/x2?+100 13 


100 
12(x2 4100) Vx? +100 


f'(x)= 
Mesmo sem efetuar os cálculos, é fácil perceber que f"(24)>0, donde 


concluímos que 24 é ponto de minimo. 


Se x = 24km, então 30 — x = 6km. Portanto, o ponto B deve estar a 6Gkm da casa. 
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15.39) Às 15 horas, um navio A está a 130km a leste de um navio B. O navio À 
move-se para ceste a 20km/h e o navio B move-se para 0 sul a 30kmMh. 


A) & que horas a distância entre eles será minima? 
B) Qual é a distância minima entre eles? 


Solução 


a) Às velocidades dos navios A e B são respectivamente iguais a 20kmh e 
30km/h. Assim. em t horas, as distâncias percorridas pelos navios À e É serão, 
em quilômetros, respectivamente iguais a 20t e 30t A figura a mostra as 
posições dos navios às 15 horas e a figura b moslra as posições dos navios À 
horas depois. 


130 a 
e tkm ay pe 130 -20t o 20, 
e SULA Ao. 
A 30t ! es ; 
Y30 kmih B; úciil 
(Fig. a) (Fig. b) 


Seja d a distância entre os navios, t horas depois das 15 horas. Da figura b 
tiramos: 


dê = (30t)" +(130-20t) (1) 


Queremos que a distância d seja minima, Mas, levando-se em conta que à 
distância é um número não negativo, quando d for minimo, d? também será 
minimo. Assim, para facilitar os cálculos, vames procurar o valor minimo de dº, 
isto é, vamos determinar o ponto de mínimo da função f definida por 


t(t)= (30 +(130-208)?. 


Temos: 
f(t)=2(30t)(30)+2(130-20t)(-20) 
au 
F(l)=60(30t)-40[130-20t) 
Assim, 


F(t)=0 > S0(30t)-40(130-20t)=D eo t=2 
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Estudando os sinais de f'(t) ou através de f"(t), é fácil que o número 2 é ponto 


de minimo da função f. Portanto, a distância minima entre os navios ocorre 2 horas 
depois das 15 horas, isto é, às 17 horas. 


b) Vimos qué (d) =(30t) +(130-20t) . Para t = 2 temos: 


d? = 60º +(130-40)) = 11700 
ou 
d = 11700 = 30V13 


Portanto, a distância minima entre os navios é igual a 30/13 km 


15.40) Determine o raio e o ângulo central de um setor circular de perimetro 12 m, 
de modo que sua área seja máxima. 


Solução 
Consideremos [o] setor circular 
sombreado na figura. Sendo 8 medido A 


em radianos, o arco AB tem 
comprimento É, onde (=0-R. Portanto 


o perimetro desse setor é igual a 
2R+0R, isto é, — B 


2R+0R=12 (1) 


À área A do setor circular é dada por: 


(.R 6.R. 2 
ata, BRR SR (11) 
2 2 2 


Da igualdade (|) tiramos 8 = = - 2. Substituindo em (Il), obtemos: 


À= 


2 
A-[E-2l-6R-R 
R j2 


Devemos então procurar o ponto de máximo da função f definida por 
(R)=6R-R?. 
Temos: 
f(R)=6-2R 


f(R)=056-2R=05R=3 


Para decidimos se o número 3 é ponto de máximo ou de minimo usamos a 
derivada segunda. 


(R)=-2 
e(3)=-2<0 
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Como f"(3)< 0, concluímos que 3 & ponto de máximo, Assim. 
R=3m 
Substituindo em (l), obtemos: 
B = 2 radianos 


15.41) Determine o raio da base e a altura de um cone circular reto circunsento a 
uma esfera de raio R = 4 m, de modo que o volume do cone seja minimo. 


Solução 


Sejam re h, respectivamente, o raio da base e a altura do cone. De acordo com a 
figura temas: 


h=x+R=x+4 Et) 


Aplicando q teorema de Pitágoras ao 
triângulo retângulo POC, obtemos 


PC -Rº = 4x -1B 


Da semelhança dos triângulos POC e 
PAE tiramos: 


PA né FC 
AB OC 
OU 
x + 4 né dx? -16 
r 4 
donde 
E dd if) 
Vx2-16 
Sendo Vo volume do cone, temos: 
V=Irih HH 
E EMI) 


Substituindo (ye (Il) em (Il), temos... 


V= 


si 
3 


tuas 14) 16m(x+s) 
a 
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Devemos então obter o ponto de minimo da função f definida por 


2 
16 4 
o E Ca 
3(x-4) 
Observando (veja figura) que x > 4. 
Temos: 
16n x? -8x-48 
O a E 
3 (x-4) 
2 
og da go x=-4ex=12 
(x-4) 


O valor -4 obviamente não nos serve, ficamos entao com o ponto critico 12. 
Fazendo o estudo do sinal de f(x) e observando que devemos ter x > 4, 


concluimos que 12 é ponto de minimo. Portanto, temos x = 12. Substituindo em (]) 
e (Il), obtemos: 


r=4/2m e h=16m 


12 


i decrescente; crescente 


ca SS 
Lá 


Exercicios Propostos 


15.42) Determine dois números positivos cuja soma é igual a 8, de modo que seja 
minima a soma do quadrado do primeiro com o cubo do segundo. 


2 
x É ) Eles 
15.43) Determine o ponto do gráfico de y RE que está mais próximo do ponto 


(2): 


15.44) Um homem está em um barco sobre um lago, em um ponto P situado a 8km 
da margem do lago, que é reta, como ilustra a figura. O homem vai de barco 
até um ponto B da margem e de 
lá prossegue a pé até o ponto A. 
Sabendo que a velocidade do 
barco é 3kmilh e que a 
velocidade do homem é 5kmfh, 
detemine a posição do ponto B 
de modo que o trajeto total seja 
feito no menor tempo possivel. 
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15.45) Ao meio-dia, um navio À estã a 100km ao norte de um navio B. O namo À 
move-se para sul a 20kmih e à navio B move-se pára leste à 10kMIN. 


a) A que horas a distância entre eles será minima? 
b) Qual é a distância minima entre eles? 


15.46) Determire o raio R e o ângulc central 8 de um setor evcular de perimetra 
igual a k de modo que a área do setér seja maxima. 


15.47) Determine as dimensões de um retárquio de área Bdm” de múde que seu 
perimetro seja minimo. 


15.48) Determine as dimensões de um retângulo de perímetro 20m de modo que 
sua área seja máxima. 


15.49) Um individuo pretende construir 
um galinheiro retangular usando 


um muro como um gos lados dó 
retângulo. Sabendo que ele 
dispõe de material suficiente X 


para construir 400 metros de 

cerca, determine as dimensões y 
do retângulo de modo que sua 

área seja máxima. 


15.50) Determine as dimensões do re- Ow 


tângulo de área máxima que 
pode ser inscrito em um semi- É x 


circulo de raio R. 
R R 


15.51) Determine as dimensões de um a 


trapézio inscrito num semicircuiõ 

de saio R de modo que seu / A 
perímetro seja maximo e calcule E 

Esse perimetro máximo. R R 


15.52) Determine os lados de um tn- 
ângulo inscrito em um semi- y 
circulc de raio R de modo que % 
sua área seja máxima. : 
R R 


15.53) Censideremos um triângulo re- 
tangulo de catetos medindo êm 
e êm. Determine as dimensões 
de um triângulo que tem um de E 
seus lados sobre a hipotenusa 6 x 
do triângulo e os dois vértices do / | |y E 
lado oposto sobre os catetos de 
medo que a área de retângulo 
seja máxima. 
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15.54) Um muro de altura 27dm estã a 
&dm da parede lateral de um 
eciico, Determine o menar 
comprimento L de uma escada 
cujos extremos se apoiam nã 
parede e nó chão do lada de 
fora do muro. 


15.55) Uma folha de papel usada para impressão tem área de 900cm*. As mar- 
gens na parte superior e inferior são de 4cm e as margens laterais são de 
item. Determine as dimensões da folha sabendo que a área impressa & 
máxima. 


15.56) Um pedaço de arame de comprimento L é cortado em dois pedaços. um 
dos quais é dobrado em forma de circulo e o outro é dobrado em forma de 
quadrado. Como deve ser feito esse corte de modo que: 


a) a soma das áreas do circulo e do quadrado seja minima? 
bj a soma das áreas do circulo e do quadrado seja maxima? 


15.57) Determine o raio da base e a altyra de um cone circular reta, inscrito em 
uma esfera de raio R, de modo que o volume do cone seja máximo. Calcule 
esse volume máximo, 


15.58) Determine o raio da base e a altura de um cilindro insento numa esfera de 
raio R de modo que à volume da cilindro seja máximo. 


15.59) Determine o raio da base e a altura de um cilindro circularreto, de area total 
iguala 30m?, de mado que seu volume seja máximo. 


15.680] Determine o raio da base e a altura de um cilindro circular reto, de volume 
V=16r7mº, de modo que a sua área total seja minima. 


15.61) Um cone circular reto estã inscrito numa esfera de raio R. Calcule o raio da 
base e a altura do cone, satendo que sua área lateral É máxima. 


15.10 - DEMONSTRAÇÃO DA REGRA DE L'HOSPITAL 
Neste item faremos a demonstração da regra de L'Hospital que fai apre-sentada no 


capitulo 14. Porém, para essa demonstração, precisamos do teorema do valor 
médio de Caurhy, que será demonstrado a seguir. 


Teorema do Valor Medio de Cauchy 


Consideremos duas funções fe g, continuas em [a,b] e deriváveis em Ja; b[. 
Existe pelo menos um x, E Ja; bi tal que 


[tto)-t(a)]o'(x,)=[atb)-gta)]tixo) 
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Dbservermos que: 

1.º) Se g(a)+g9(b) e 9'(x,)= O, a equação acima pode ser transformada em 
b)-tta) 06) 
g(b)-s(a) 9'(X) 


2.º) Se a função g for a função identidade, (isto é, glx)= x, para Iodo x) leremos 
g (xo)=1. a(b)=b e agljaj=s 


Assim, obtemos o teorema do valor médio demonstrado no iten 15.5 


f(b)— f(a) 


oq= 


Demanstração 


Corsideremos a furção h definida por 
nto) =[a(b)-a(a)]ris)-[e(b)-lo)Jata) MM 


A função h é continua em la; bJe derivável em Ja; b[, pois fe g o são. ObservemDs 
ainda que: 


In(a)=tta)s(b)-f(b)a(a) 
tn(b)=t(a)g(b)-f(b)s(a) 
isto é, h(z)=h(b). Assim, de acordo com q teorema de Rolle, existe x, € Ja bj. 


tal que h'tx,)=0. Portanto, tendo em conta a equação (l), temos 


n'(xo)=[9tb)-a(a)]t ixo )-[f(b)=f(a)]a'txo)=0 
donde, 


[otb)-gta)]t Ge) =[t(B)-t(a)]s' 0) 
Regra de L'Hospital 


Sejam Fe g as funções tais que 


limf(x)=0 e limg(x)=0 


x-a 


E f' 
Se existe lim 2] , então existe lim ns) 
20 9'(x) ts g(x) 


f » 
fim E(x) = lim f x) 


* 


2-2 q[X) sa g'(x) 
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Demonstração 


Observemos que o teorema não exige que existam f(a) ou Kb) e também não se 
refere aus valores de f(a] e f(b). Em qualquer caso. redefinimos fe g de mado que 
fla) = q(a) = 0 e assim f e g tornam-se continuas no ponto a (pois 
limffx]=limg(x)=0) 

Ea La 


Como existe lim E concluímos que existe uma vizinhança V de a, com 
ea g (x 


Y=Ja-c a+z[, de modo que. 
0) f(x)e g'(x) existem para todo xe V, com a possível exceção de Kd 


EM) g'(x)s O paralado xe V, com a possivel exceção de X=d. 


Suponhamos inicialmente que a<x<a+rs. Das considerações anteriores 
deduzimos que podemos aplicar os teoremas de Rolle e de Cauchy às funções f e 
q. no intervalo [a, x]. Assim, concluimos que g(x)* O, pois se g(x)=0, de acordo 
o que contrana a conclusão (]lj acima. 


De acordo com o teorema do valor médio de Cauchy, deve existir pelo menos um 
ke ta x[. tal que 


Du 


Sendoa<k<x, se X—a então k 5 a. 


' so JR : : 
Como por hipótese existe lim o) | temos que existe fim Es e são iguais. 
“os g (x E 


ag lk) 
ASSIM, 


ads 


Exercicios Suplementares 


1) Em cada caso a seguir, admitindo que a equação dada represente pelo 
menos uma função f, tal que y = f(x), determine f'[x). 


a) cosx+seny = 
Db) e” +yInx=cos2x 


Ht.2) Usando a regra de L'Hospital, calcule os seguintes limites: 


rx RR mio 


a) lim ==> e3 lim 


a=0 44x —1 ee x 

E = nx- -1 
bi lim e +senx-1 d) lim E 

*=0 Infl+x) ao0- 


11.3) Um cubo se expande de modo que sua aresta aumenta à razão de 0,2 
cmisegundo. Determine a taxa de variação de seu volume, no momento em 
que sua aresta mede 2Dcm. 


11.4) Consideremos a função f:[0: 27] K, definidapor t(x)=senx+cosx. 


a) Determine os intervalos em que f& crescente. 
b) Determine cs intervalos em que f é decrescente. 


11.5) Uma caixa de base retangular & 
sem tampa é construida do 
seguinte modo: de uma placa 
retargular, de dimensões Bdm e 
Sdm, cora-se um Pequeno 
quadrado de cada canto e, em 
seguida, as beiradas são dobra- 
das nas linhas pontilhadas. 
Determine a medida dos lados 
dos quadrados corados de modo 
que o volume da caixa seja mã- 
ximo. 


11.6) Determine os pontos de máximo e mínimo relativo da função f definida por 
f( x) dé gx 3x" 24x 


Hl.7) Determine os valores de m e n, de modo que a função f, definida por 
[(x)==x)- Dx]? ax +b, tenha um minimo relativo iguala 7 para x = 2. 
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Eça = PARTE IV 


Integração: Noções Básicas 


Capítulo16- Noções de cálculo integral 
Capitulo!? — Técnicas de integração 


Capítulo!8 - A integral definida 


Capitulo 


1 6 Noções de cálculo integral 


16.1 - INTRODUÇÃO 


Neste capitulo, entraremos em contato com um dos conceitos fundamentais da 
Matemática: a integral. 

O cálculo da área de figuras planas, cujos contornos sejam formados por 
segmentos de reta, é bastante familiar, mesmo para aqueles menos acostumados 
ao formalismo matemático. No entanto, se os contornos das figuras não são 
formados por segmentos de reta, o cálculo da área não mais parece tão simples. 
Foi esse tipc de problema que, historicamente, fez surgir a noção de integral, e 
será também nossa motivação para introduzir tal noção. Fique claro, porém, que 
são inúmeras as aplicações do Cálculo Integral, não se limitando apenas à 
determinação de áreas. 


16.2 - O CÁLCULO DE ÁREAS - FUNÇÕES PRIMITIVAS 


Foi Arquimedes(287-212 aC.) um dos primeiros a considerar o problema de 
encontrar a área de figuras planas de contornos curvos (ele se utilizou de um 
método bastante interessante: recortava a figura em questão em um material de 
densidade uniforme e comparava seu peso com o de uma figura de área 
conhecida, recortada no mesmo material). 

Quase vinte séculos depois de Arquimedes, a integração foi formalizada, e os 
grandes nomes do Cálculo Integral são Isaac Newton(1542-1727) e Gottfried 
Wilhelm Leidniz(1646-1716). É a Leibniz que devemos as notações dx, dy e 


Jyáx, até hoje usadas. 


E são as noções básicas da teoria criada por esses dois cientistas que passamos a 
estudar. 

Consideremos uma função f, continua y f 

e não negativa no intervalo [a; b]. 
Vamos supor que exista uma função A, 
definida em [a; b], que forneça, para 
lodo x desse intervalo, a área da 
região limitada pelo gráfico de f e 
pelo eixo Ox, no intervalo [a; x). 


X 


Como determinar A? 
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Vamos examinar dois exemplos elementares: 


Exemplo 1 — Seja f definida por fbo = 3, no intervalo (a; b] = [2: 6). 
A área procurada é a de um retângulo de base x — 2 e altura 3. Temos 


A(x)=(x-2):d 


Ou seja 


= Nfasconrsnso nal 


É 


Exemplo 2 — Seja f definida por fix) = x + 1, no intervalo [a: b] = [1: 4). 
A área procurada é de um trapézio de base maior x + 1, hase menor 2 e altura 


x— 1, Temas 


A(x])= fergta «(x-1) o bers)te o) 


OU seja y 
& |ereereeeoernas d 
; 1 q 
As = tt ateaã x+1 Date 


da freeoeeemeenmana oca 


Cet RR = 


x 
| 


nã 


Nestes dois exemples, foi bastante simples determinar a expressão da função área 
A; nem por isso. eles são menos significativos, principalmente se abservarmos com 
atenção os resultados e suas relações com os dados, 

fix)j=3a=2-> A(x)=3x-6 


fix)==+1a 15 A(x)=Sxax-S 


Não é dificil perceber que a função A encontrada obedece a duas condições: 
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1.9%Ala)= O isloé,a área ênuasexza 
-no exemplo 1: A(2) = 


- no exemplo 2: A(1)= 


2.º) Atx) = flx), isto é, a derivada da função área A é igual à função dada f. 
-noexemplo 1: A(x)=3-1-0=3=f(x) 
- no exemplo 2: A'(x) = 5 -Dox+1-0=x+1=F(x) 


Estas observações sugerem a formulação de um teorema de caráter mais geral, 
que passaremos a apresentar aqui. 


Seja dada uma função f, continua e não negativa na intervalo [a; b]. Vamos supor 


qua a “área sob o gráfico de f", no intervalo [a: x] seja dada por uma função A, 
para todo x de [a; b]. Sendo assim, tem-se 


(i) Ata) = 0 Cy Att) = 0x) 


para todo xefa b] idevendo-se entender que Aa) e A'ib) são as derivadas 
laterais). 


(Propriedade 1) 
Demonstração 


L9Ala)=0 


Isto É imediato, pois, se x = a, a região sob o gráfico de f reduz-se a um segmento 
de reta e tem, por isso, área nula. 


2.) &(x) = f(x) 


Consideremos inicialmente o caso XZa e xxb. Sejamxex+h, h>0, pontos 
do intervalo aberto Ja: bj. Se A é a função que fornece a área, temos que 


e E 
FM) PE pj , ! ss” E 1 
fo) | PR ea 1) = : 
é E is ; 
Eos E B: 
a x M$b x je ho» 
x+h 


* Axé a área no intervalo [a; x] 
* A(x+hjéa área no intervalo [a; x + h] 
* S=Aix+h)- Ab) 
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Como fé coslinua err [a; b), existem m e M, respectivamente pontos de minima e 


de máximo de f no intervalo [x; x+hj'l 
É evidenle, então, que o valor da área S “estã entre” os valores das áreas dos 
retângulos BCDE e BCFG. ambos de base h e alturas ftm) e IM), respectivamente, 
contorme ilustra a figura, 
Portanto, podermos escrever: 
h.fimjes=<h-f(M) 
h-t(m)sA(x+h])-Alx)sh f(M) 


Dividindo todos os membros desta desigualdade por h, vem 
—* «f(M) 43] 


(O leitor pnde verificar com facilidade que a relação (l) é válida, também, no caso 
em que h< O). : h 
Como a área em estudo é a que corresponde ao intervalo [a: x), devemos tazer 
tender a zero, passando, então. a relação (|) ao limite: 


lim Ffm) < lim 
hoo é HO 


DO pet ) 
h h-aQ 


Devido à continuidade de f, temos 
im É = f(x 
im t(m)=8(%) 
lim f (M)=f(x) 
E. da definição de derivada: 


tim ACI ÃDO af) 
Fica assim a relação (ll: 

fix)s A (x)s f(x) 
Logo, A'(x)=f(x). vxe Jar b[. 


Deixamos para o leitor a verificação dos casos x= a e x = b. 


“ Yaã capílulo 15, jjem 15,2. 
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Observações 


1") A lunção À, se existir, é única. De fato, se a função B também representasse a 
area no intervalo (a; x), teriamos 


Jafaj=0 ' pi 
LA 'QI= 100) B'(x)= f(x) 
para todo 
xe[ab] 
Mas, então, A'(x)-B'(x)= 0. Esta é a expressão da derivada da função dada por 
GS) =A(X)-B(x) 
Se G'(x) = O, então G(x)=k (função constante). Ora, em particular temos 


Gíiaj=A(a)-8(2)=0 


donde k = 0 
isto é A(x)=B(x) 
para todo xela;b) 


Isto significa que A = E, ou seja, que a função A, se existir, é única. 


2º) PRIMITIVAS de f — Considerando apenas a condição (IN, e fácil verifica que a 
função A não é única. De fato, toda função G tal que 


G(x)=Alxj+roe 


onde c é uma constante real, obedece a condição G'(x) = f(x). Note: 


G'(x)=[A(x)+c]=A'(x)+0 =A(x)=t(x) 


Toda função G tal que G'(x) = fix) num intervalo | (finito ou infinito) é chamada 
primitiva de fem It, 

Conclui-se, desta maneira, que, existindo A, existe toda uma família de funções 6, 
com Glx) = A(x) + c, tais que G'tx) = f(x), já que & é um número real qualquer. No 
entanto, é fundamental salientar que o conceito de primitiva não está vinculado do 
cálculo de áreas, valendo também para intervalos em que fé negativa, desde que, 
é claro, G'(x) = f(x). 


“CG lambéra é chamada de antiderlvada de E. 
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Exemplos"! 


a) Sendo r(x)=x", as funções definidas por 


1 
x sã 
3 3 


são algumas de suas primitivas, pois 
1 E E 1 
(50+e) =[50 +0=l3x exi =f(x) 
3 ; 3 3 


b) Sendo f(x) = cos(x), as funções definidas por 
senx senx-3 senx+v2 


são algumas de suas primitivas, pois 


fsenx+c)'=(senx)+0=cosx=t(x) 
c) Sendo f(x)= -. x > 0,as funções definidas par 
nx, Inx+8, Inx-e 
são algumas primilivas, pois 
(nxec)=(Inx)+0= = =x) 


Nestes exemplos, as funções primitivas foram determinadas com o auxílio das 
tabelas de derivadas vistas no capítulos anteriores, poderiamos, então, montar, 
pelo mesmo caminho, uma tabela de primitivas com as funções mais simples e 
usuais. para ser utilizada em exercicios. 


Dn a 


É claro que, se quisermos verificar qualquer elemento desta tabela, basla fazer 3 
derivação da função G correspondente. 


* Nestes exemplos, omitimos à Intervalo fa; b], porque as funções aqui examinadas são continuas em 
qualquer intervalo fechado orde elas se definem. 
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Exercicios Resolvidos 


16.1) Calcule a área sob o gráfico de f(x) = x?, no intervalo | 2) E 


Solução 


Devemos encontrar a função 
área À tal que 


A(O)=0 e A'(x) = f(x) 

Esta última condição nos 
informa que A(x) é uma primitiva de 
t(x)=x2. 

Como as primitivas de funções 


da forma x", n&-1, são dadas por 
n=1 


+C (veja a tabela 1), temos 


Tt 


x 1 
A(x)="— +c=—x"+€ 
2+1 3 
Como A(0)=0, vem A(0)=5 0! +c=0,istoé, c=0. 


Logo A(x)= 55 


3] 


(Agora é possivel calcular a área sob o gráfico de f(x) =x? em qualquer intervalo 


do tipo [0; x).) 


Fazendo, em A(x), x = E | encontramos a área no intervalo é z 


16.2) Calcule a área sob o gráfico de f(x) = cos x nos intervalos 


E 
0; — 
| 6. 


Solução 


Determinemos, inicialmente, a função À tal que 


A'(x)=f(x)=cosx 


3]. 
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Sabemos (veja a tabela 1) que as primitivas de cos x são funções de forma 
£enx+c. Então, devemos ter 


A(x)=senx+e 
f ” " 
Como A(-5)=0 | VEM a(-5]-sen[-2]+c-0 cisto é, -l+c=0,0=1 


Logo A(x)=senx+! 
(Agora é passivel calcular a área sob o gráfico de f(x) = cos x nos intervalos 


A 
| E: *| onde f não é negativa.) 


Pd 
Po a 


Fazendo, em Alx]), x=D e x =. | temos: 


área no intervalo = o| AD) = send +1=0+1=1 


afgege tos 


. É claro que poderiamos determinar 


15 


| 


; ; Tn 
area nó intervalo [-3:5 | 


E 
A 


Para o cálculo de área no intervalo [oz S 


uma nova função A, tal que A(0) = 0 e A'tx) = f(x) No entanto. simplificaremos 
bastante esse cálculo se utilizarmos os resultaaos para os dois primeiros 


E é us Es ; 
intervalos; basta notarmos que a área em E 5 é igual a diferença enlre as 


IE temas 


" < 
áreas em | | Assim, indicando por SÊ a área em jo 


bos 
2: 


x 


a 1 
Sº = A SATO =——1=—=0,5 
P=A(E)-a(0)-5-1=5 
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Esle exercicio nos sugere, então, uma propriedade bastante útil: 


Sendo fe A funções tais que f é continua e não negativa em [a; Db] e A é uma 
pontiva de f comA(aj=0. a área sob o gráfico de f, em qualquer intervalo 


[mu Jc [s;b], é dada per 


sq =A(B)-A(a) 


(Propriedade 2) 


Nota — Sendo uma consequência imediata da propriedade 1, consideramos 
desrecessária a demonstração desta propriedade 2. 


18.3) Calcule a área da região limitada no eixo Ox e pelo grafico de f(x) = sen x nos 
a dm, 7 
Intervalos | mr q e ari E 
La) [a a] 


Solução 


Nolemos, inicialmente, que f não é positiva nos intervalos dados. Como a 
propriedade 1 exige f não negativa, contornamaos c problema considerando para os 
cálculos a função F(x) = — ftx) = — sen x (por simetria, vemos que os resultados 
serão iguais âqueles procurados para f(x) = sen x). 


RP Eis E= 


a R Tua, 


Determinemas, então, A tal que: 
Alr)=0 E A'(x)=F(x)=-senx 


Na latela 1, vermos que uma primitiva de sen x é — cos X; portanto, uma primitiva 
de - senxé cos x, Assim a função À deve ser da forma: 


A(x)=c0sx+E 


Como Ajnj=0, vem A(n)=cosn+c=0 Istoé, -Íf+c=0,c=1 


Logo, Afx)=cosx+1 


as? 


[e 47] 
L 


a 
1 


A(S2)-cosftat= mist 
3 3 py 2 


4 
Fazendo x = a temos a área no intervalo 


4n 7 
Fara o calculo da área no intervalo Es lá utilizamos a propriedade 2: 
Ta - ba 
é +1 
Ss: =a[E)-a( =|/cus— 41 DR 
4. Ê É 2 


16.4) Sejam fe g funções continuas num intervalo |e m E n números reais 
Mostre que 


se p e y São, respectivamente, primitivas de fe g em | então Y = mp + ny é 
primitiva de y = mf + ng em l. 
(Propriedade 3) 


Solução 


Temos que q'(x) = f(x) e y'(x) = g(x!, e devemos provar que Y'(x) = y[x). isto &, que 
a derivada de my + ny é mi + ng. 


Wi) = (mp + my) = mp'do+ ny'b) = mto + ngpo = (mf + nag)ix) = y(x) 
Assim, por exemplo, as primitivas de y = 3x + 2cos x são dadas por 


q 5 
Y= +2senx+c 


3x* | 343 Y - Bxi 
[ E srsencee - [3x +(2senx)'10- 2 Ox +2c05x = 3x* + Zc05x 
5 (5) 5 
16.5) Calcule a área sob o gráfico de y = 3x” + 2x no intervalo [1: 4]. 
Solução 


Procuremos a função A tal que A(l) = 0 e A'(x)= y (nolemos que y > Oem 1; 4). 


Como: 
ço CE 
uma primitiva de 2x é > — =x? 
Z2+1 
dao 
uma primitiva de 2x & =X 
1+1 


4 B 


As primitivas de y = 3x + 2x são da forma x) +xº +c, Então: 
Alx)=x"+x]+0c 

Como A(1)=0, vem Ma(N)=+P+e =n,isto é, € => e, poranto: 
A(xj=x"+x"-2 

Logo. a área no intervalo [1; 4) é 


A(4J=4" 44º .2=78 


Exercicios Propostos 


15.6) Delemine a expressão da familia de primitivas de cada uma das seguintes 
funções: 


a) sé e) 3x) +2 
b) x? x20 f) 6x) 44x +1 
c) bx? q) Jx+Icosx, xz0 
, 1 
dj e” h) 4x -3senx+=,.x>0 


18.7) Calcule a área sob o gráfico de f(x )= 6x? nos intervalos [1;, 3]: [t, 3] é (3: 
o]: 


16.8) Calcule a área da região limitada pelo eixo Ox e pelo gráfico de fix) = cos x 
nos seguintes intervalos: 


cà [m 5 
Es 


, 


8 3. 


a(s 


169) Calcule a área da região limitada pelo eixo Ox e pelo gráfico de 
t(x)=x]-4x+3 nos intervalos 


a) [1,3] b) [5:2| 


18.10) Calcule a área sob o gráfico de f(x) = 1 + sen x nos intervalos: 


a) [0:21] b) [57 
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18.11) Seja f(x) = cos x, definida no intervalo [a; b]c [0.7]. onde a=0 e bz2a. 


Seja. também, G uma primitiva de flal que G(a) = D. Determine a de mada 
que G(2a) seja igual ao coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de 
no ponto x= 2a. 


18.12) Calcule a área da região compreendida entre as curvas f,(x)=senx E 


K 
f,(x)=cosx na intervalo 0; a | 


18.13) Calcule a área da região limitada pelo eixo Ox e pelas curvas de equações 


y=x]-5x-6 e y=x]+7x+46. 


158.3 — À INTEGRAL INDEFINIDA 


Ficou claro. no item anterior, que, sendo «pp uma primiliva de f num intervalo | loda 
a função da forma «tx) + c(onde c é um número real), tarmbém é primiliva de F. 


A qualquer uma das funções «ptx) + c damos o nome de integral indefinida de f(x), é 
a indicaremos pelo simbola 
[ft] dx 


Exemplos 


x* 
a) Ea = a 


ai A " 
x x dx 
is — + C no sD=—— =x ef x 
É 4 E! | ) 


b) [cosxdx=senx+c 

pois (senx+c)'=(senx)'+0O=cosx=f(x) 
c) Jet dx=e" +c 

pais fe+o)'=(e")rc=et=f(x) 
d) [tdx= [dx=x+0 

pois (xec)'=(x)+0=1=f(x) 


Vemos, então, que calcular a integral indefinida de uma função f é encontrar uma 
nova função cuja derivada e f. 
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Notas: 


1”) Observe que [cos x dx pode indicar as prirnitivas sen x, sen x + 3, sen x- 8, 


etc. À constante c é, em geral. arbitrária; mas nos problemas e aplicações que 
veremos, encontraremos dados e meios para determiná-la convenieniemerte. 
2.º] À lahela 1 de primitivas pode agora ser escrita com a notação ce Integral: 


| senxdx=-CoOsX+C 


| cosxdx =Ssenx+c 


(Tahela 2) 
Exercicios Resolvidos 
16.14) Calcule Pt O) ax nas seguintes casos: 
a) t(x)=x]+3x%+1 b) Tipi 
Solução 
241 xt! 
a) Uma primitiva de f(x)=x]+3x+1 é dada por 3 aa a pod x 


Então: 


| 3 2 
[rtagax= [pax et )ae= E sro 


| 
» E sá ; 
b) [2"ax=[(5] Ases +o=-Eoto( note queinj=In(2)"=-In2 
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16.15) Calcule ferra» 


Solução 


Ed ; 
fe” de= [(e?)'ax = as NPR + +c(note que ne? =log e? =2) 


x 


18.15) Determine a primitiva de f(x) = sen x, que se anula para x = ; 


Solução 
Se ip(x) é a primitiva fde f(x)) procurada, podemos escrever: 
x 
(x) = fsenx cx e o(5)=0 


Entao, temos: 
(x) = [ senx dx =-—-MEX+O 


[=] 


e = 0 <> o ane e 


LOgO, 
1 
p(X)]=-—cosx e 


18.17) Determine as primitivas de f(x) = 2x— 3 que são positivas para todo x real 
Solução 


Se p(x)] é uma primitiva procurada, podemos escrever 
xº j 
etx)= [t2x-3)ax -[25 -2x jee 


donde 


m(x]J=x]-3x+€ 


Para termos v(x]= =*-3x+c>0, ke R, basta impor a discriminante A desse 


trinôâmio do segundo grau seja negalivo: 
2 z 
á=bC-dg4ac=(-3] -4.1.0<06 
[n] 
g—Me RE od ad 


Assim, as primitivas procuradas são dagas por plx)=x]-3x+c, onde o>5. 
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Exercicios Propostas 


18.18) Calcula 

a) [xax e) )S* dx 

b) JE é [5 dx 
E) Jtx+2)ax g) Je dx 
a) [027 ax s fe: Eta 


16.19) Sendo k um real não nulo, mostre que 
f kz Tx 
at dx =-e'" +c 
k 
16.20) Determine a primitiva de f(x) = cos x que se anula para x = 2 


18.21) Determine a primitiva n(x) de f(x)=3x]+3 de tal forma que o polinômio 


o(x)-[[x) admita uma raiz dupla. 


15.4 - PROPRIEDADES DA INTEGRAL INDEFINIDA 


Para ampliarmos nossas possibilidades no cálculo de integrais, é conveniente 
conhecermos algumas propriedades. 
Sendo f e g funções continuas num intervalo |, e m um número real vamas provar 


que são verdadeiras as igualdades: 


jm -tíx)dx = m[ttxax 
(Propriedade 4) 


tem particular, se m = — 1, temos [toa = -|ttojax ) 


j Je+ sta = | t0Jax + foteax 


(Propriedade 5) 


fetos = [tod sx- [otgex 


(Propriedade 6) 
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As três propriedades anteriores estarão provadas se demostrarmos 


genericamente, que 
ftms + no) (xjdx =m| Fix)ox +nfa(xdx 


únde m e n sao números reais. 


Vamos, então, à prova desta Uitima propriedade. 
Se pe y são, respectivamente, primitivas de fe q em à, temos 


Frias =p(x]+c, e fotxiaxe rix)+c, 


Multiplicando ambos os membros da primeira igualdade por m, e os da segunda 
porn, vem 


m[ f(x)dx=me(x)+c;m e nf o(x)sx=ny(x) ten 
Somando membro a membro estas duas últimas igualdades, obtemos 


m) f(x) dx+n fa(x) de= mo(x)env(x) + eym+cia 


ou seja (fazendo cm+cn=c) 
mf ti) dx+n[a(x de= (mp eny)tx)+o dp 
=“omo (mp +ny). pela propriedade 3, é uma primitiva de mf + ng, é claro que 
(mp +ny)(x)+c= | mt+ng)(x ax [H) 
Logo, (te (]!) mostram que: 
| tnt + ng) fo dx = m [ f(x) +n | a(x)ax 


Então, assim, provadas as propriedades 4, 5 e 8 Confinmando, atribuamos valores 
convenientes para me n nesta última igualdade. 


(m qualquer, n=0)= [mito = m[ Fixa 
(Propriedade 4) 


+54 


im=1;n=)+ fe + 9)(x)dx -[ Hx)dx = | st) 
(Propriedade 5) 


(m=t;n=-—4)= | t-s)t)dx= | ttxax- fotx)ox 
(Propriedade 6) 


Exemplos 


a) [asenxux=3 | senxax= 3(-cosx+c) 
b) fl-erjux=[erdx= (eve) 
e) flor ee ar-fararo Peax=[ 200, |-[5 ec.) 


É N 
d) fta-s [dx =[28x- [Lax=(2x+e,)-(In x|+c;) 


Dbservação — Como €, €, & c, são números reais arbitrários, é claro que existe 


um número real C igual a 3ç, ou iguala -c, ou iguala c,+€C,, OU iquala c,-C. 
Portanto, os resultados dos exemplos acima podem ser escritos da seguínie 


maneira: 


a) [3senxax =-Icosx+C 


b) f-eju=-e +C 


x 3 
ce) [ja Ee e 


d) [(2-5 Jos = 2x—In|x|+C 


Soa 


Exercícios Propostos 


15.22) Calcule: 


a) f5cosxax d) ft-senoat 
b) J(-3e" Jo» e) f(-cosoat 
E) ftz' ne) f) fole am 
15.231 Calcule 
a) free ex +2senx Jdx Cc) ff-es 1456 Jos 
x 

am a 11 4 

by [(1- xe )xax E ffor-ma-Dos ox 


16.24) Sendo x um número real. as funções seno hiperbólico é cosseno hiper 
bólico são definidos pelas expressões 


e*-e” gre” 
PEBen ap y=coshx=>——— 


Mostre, então, que: 


a) [senhxox = coshx+c 


bj | cosnxax =senhtx+c 


355 


Caplíulo 


1 / Técnicas de integração 


17.1 - INTRODUÇÃO 


Às propriedades estudadas no item 4 do capítulo anterior, apesar de sei na 
úteis e abrangentes, não são suficientes para a solução de vários problemas 
cálculo de integrais. 


Em particular, integrais da forma ros - g(x)dx não têm, de modo geral, um 


cálculo simples; sua determinação exige, quase sempre, um procedimento mais 
sofisticado do que uma mera aplicação daquelas propriedades. E: Enc 
Para enfrentarmos alguns desses problemas, vamos estudar as técnicas especiais 
de integração mais comuns. 


17.2 = TÉCNICA |: INTEGRAÇÃO POR SUBSTITUIÇÃO 
Trataremos da cálculo de integrais do tipo 

frloto] seda 
que pode ser efetuado através da mudança de variável 


g69)=u 


Vamos supor que F é uma primitiva de f. isto é: 


fecgax=F69+e (1) 
e seja G a função dada por G(x) = Fig(x)]. 
Temos 
S'()=F'[9(9)]-a'0o) 
ou seja: 


S'(9)=f[909)] g'(x) 


Isto mostra que G é uma primitiva da função dada por 


[909] a 6x) 


JA 


isto é 


MEI) g'ix]Jdx= G(x)+€ 


ou ainda: 


| Esto] sta =F[s6g]+e (2) 


Observe, agora, com a mudança de vanável g(x) = u, podemos escrever 


g'(x)= E | e a fórmula (2) fica 
X 


[MO TE Ffu)+G 


Neste mamento, todos nos sentimos tentados a cancelar dx no 1.º membro, 
obtendo a fármula 


Jruav=r(u)+e (3) 


E verdade que, por enquanto, não demos qualquer significado aos símbolos du & 
dx. portanto, tal cancelamento não está leoricamente justificado, Entretanto, & falo 
que a fórmula (3) tem exatamente o mesmo aspecto da fórmula (1), que é correta. 
Em suma, o cancelamento de dx, feito embora mecanicamente, conduz à um 
resultado verdadeiro e é um excelente recurso para facilitar a integração. 
Podemos construir uma regra prática a ser utilizada no cálculo de integrais do tipo 


frigto]- a'(xax 


1.9) Fazemos gix)=u é q'(x)dx = du e a integral fica 
Jrupau 


2.º; Calculamos esta integral, obtendo 
| t(ujdu =F(uj+C 
nd 


3.º) Voltamos a substituir u por gix) 
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Exeriplos 


1.9) Calculemos fsen'x -Cosxdx. A maiar dificuldade é reconhecer que esta é 
uma integral do tipo File(x)] -g'fxjdx. Considere as funções dadas por 
g(x)=senx e f(x)=x). E claro que t[9(x)]=(senx)' = sen'x e que 


g'ix])=cosx. 


Assim: 
RE) -g'(x)dx = [sen - Cos x dx 


Pode-se. portanto, aplicar a regra prática, fazendo 


senx=u 


cos x dx= du 
donde 


4 


u 
| serêx -cosxdx= fu du = ci É 
e, finalmente, vollando a fazer u = sen x: 
sen” x 


| serê cosxdx = == FE 


2º) Calculemos |5(senx)x'dx. Neste caso, devemos fazer g(x)-xº e 


flx)=senx, donde ([g(x)J=senx* e g'(x)=5xº. Portanto, fazendo a 
mudança de variável 


x =U 


5x'dx = du 
úbtemos 


[s(senxé jxtax = [senudu -=-cosu+C=-cosxº +C 


17.3- TÉCNICA: [f(ax+b)dx (a+0) 


Esta técnica é um caso particular da Técnica |, que recebe aqui um maior 
deslaque, por ser bastante frequente em aplicações. 
Se desejamos calcular a integral 


ja -F(ax+b)dx 
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basta fazer a mudança de variável 


aex+b-u e a dx=du 
donde 


fa Elax+bjdx= fecuyou 
e dai resulta que 

frcaxebjax= 5 frtojau 
Exemplos 


1.º) Para caleular Jcos(3x+2)dx basta escrever [cosudu = senu+C (com 


u=3Ix+2Z)e então 


[cos(3x+2)dx= Ssenu+C = Ssen(3x+2)+0 
2º; Para calcular f(sx- 37 dx, basta escrever 


a 
[im +C tcomus=5x-3) 


J 4 


2 (5x=3) 


E. 
Tr, 
e então. [(5x-3 à dx = o — ap (O +C 
( ) 4 2D 


4 
5 
Exercícios Resolvidos 

17.1) Calcule |eex-3)" ax 


Solução 


Temos ?2x+3c=u comaz? 
Então: 


Ex + 2=uU 


1 du 
2x+3)ºd 5) '2g AP À e) 
K is de A deal pe dx 
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17.2) Calcule [= 
(3x = 
Solução. 


Temos 3x-1=u, com a=ê3. 


Enlão: 

[ne 86 se =afutau 

Jexayo 3lu"3 

f dx q 

Jiu) 3-4+1 

fo dx 4 is an dn ds 
3 tax)! -B gu” a(3x=-1) 


17.3) Calcule [cosgx dx 
Solução 


Temos 8x=u, com a=8 
Então: 


fessaxax = 5) cosu du 


[cosax ax - 5 senu +0- S sen Ax + 


17.4) Calcule [sen += ox 
LO 


q) 

Solução 
Temos *,Z -u, com Sad 
2 4 2 


Então: 


; 


x x) 
ii =2(-cosuj+c =-2 cos Sa pre 


e 
D 
5 

no)» nal» 
- 


o — O —, 
Em 
[1] 
| 
em pa, 


381 


dx 
x—-3 


17.5) Calcule ] 


Solução 


Temos x-32=u coma=i. 
Então: 


[E -mup+e =In|x=3|+€ 
x- a 
17.8) Caleule [-&s 

-314 + 5 


Solução 


Temos — 3Jx+ 5=u coma=-3 
Entao: 
Í dx 1 du 
O o ..|D DD 
—-ax + 5 a u 
[Es Sjulte=-5 “In[-3x+5]|+e 
-=34 +5 ã 3 


47.7) Calcule | sen? aliá 


Solução 
Como sen” x não está na forma fiax + bj, devemos, inicialmente, trans-formá-la. 
Para isso, recorremos à fórmula de Trigonometria: 
cos 2x = 1- 2sen” x 
de onde tiramos 


2 f- cos 2x 
seníx= E ni 


ou ainda 


sen? x = 5l1-cos2x) 


Corn isso, a integral pedida fica: 


| sen? x dx =[5(1-cos 2x ax = 2| Jax- [cosaxax] 


Jux=n+e, 
Como 
1 Í 1 
cosgxdx=— | cosudx= -senu+c, = —sSeNZK+C; 
2d 2 2 
vem, finalmente 
E 41 sen2x | x senZx 
sen xdx==| X+C,— a |[==- 
2| 2 d 


SE? 


178) Caleute | SE 
x -5x+6 


Solução 
Como = não está na forma fiax + b), devemos, inicialmente, transformá- 
xº — 5x + 
la Para isso, recorremos à teoria dos Polinômios para decompó-la em uma soma 
de lrações (note que x) - 5x +6-= (x- e)(x-3)) 
1 tm hn 
——————— = + 
x =5x+6b W=-2 4-3 
1 o mx-3m+nx-2n 
x -5x+6  (x-2)(x-3) 
1 (m+anjx-3m-2n 


x -Sx+6 x -5x+6 


Temos, então 
m+n=0 
ea -gn=1 
obtlendom=-fen=1 
Com isso , a integral pedida fica: 


/ dx | 1 ] Í dx dx 
as + dx = - + - 
x -5x+6 X=2 x—3 Xx=2 x-3 


BicL ça Senju js emma] ré; 
Como X- y 
dx dv 


Ee = In] vj+Go = In] x-3|+€, 


vem, finalmente 


Í dx [x-3] 


———— =-In|jx-2|+c,)+in|x-3|+0,=]n, + 
x. 5x+6 | apo Ps |x-2| 
3x+ 5 
17.9) Calcule pedidas 
(Sao 


Solução 


Também aqui, a exempio dos dois úllimos exercicios devemos escrever a 


expressão = numa forma em que seja possivel a aplicação da Técnica II. 
x + 


Para isso, lembramos da Divisão de Polinômios: 


3x +81 2x +1 
3x+5=(2x+1) QÍx)+R 3 a 
-— SH — 
7 2 & 


K) 
=(2 .=+- 
3x+5=(2x+1) id 
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Dividindo esta identidade por 2x+1 vem 


7 
ARA Sa 
2x + 1 2 dx+1 
Com isso, à pedida fica 
gi f 
[Es -j EE PR RD 
2x +1 2 2x41 2) 2) 2x+1 


1 
| E du Anjul+c;=Im|2x+1|+e, 
ex+1 Z)u peu 2 

vem, finalmente: 
3x+5 


3x : 7In| 2x+1] 
2%x+1 4 


x=5(x+0,)+ E] 


(1 
[anlzxire )= 


ni 


17.10) Calcula do - COS x dx 


Solução 
Fazendo gi(x) = senix) = u: 


senx=u p* CF. cosxdx = [eau 


(senx]' = ai 


re e * . cosxdx=e! rr 


cos x - dx — du 
gFPS . cosnxdx= "E +c 


17.11) Calcule [2x x +3dx. 


Solução 


Fazendo gfx)= x) +3=u 


x +3=-UuU [2x a 3 ax =| vou 


au 


(x2+3) = Ds 3 
dx ' u? ul 
2x dx = du E x +30x=[u? du= 5 ERR 3 
+ 
2 2 
3 
2 Je +3) 
E +e 


2x xº +3 dx = 
| Ê 
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17.12) Calcule je .sene' dx. 
Solução 


Fazendo g(x)= e" =u: 


” 
[e sene* dx =) senudu 
Je sene! dx =-cosu+c 


je sene” dx =-cose” +c 


17.13] Calcule ) cos? x. senxdx. 
Solução 


Fazendo g(x)=cosx=u: 


[cos? x - senxdx =[uº (-du) = -[u? du 


34 u 
cos” x - senxdx=- +C=-—+C 
E pia 4 
cos" x 
E 


[cos %. senxdx=- 
senxdx=-du 


17.14) Calcule quê -senxi dx. 


Solução 


Fazendo g(x)=xº =u: 


4 
x. senxº dx = fsenu = & | senucu 


(cos x*) 
8 


5 


x* . senxº dx = — 


[ad 
| 
3 
fe - senxº dx = =(-cosu)+o 
| di 
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x dx 
xº +3 i 


17.15) Calcule | 
Solução 


Fazendo gjx]Jexº+3=U: 


[5 dis A (du 
Rea 2eJ u 


f xdx 
= Jn[u+e 
x*+3 
(+ clnjxsaleo 
J ra 2 
17.18) Calcule ltgxdx. 
Solução 
Notemas, inicialmente, que 
igxax =| EN * dx 
J cosx 


Fazendo. então, g(x)=cosx=u: 


[tgxdx = [ SEE a = = 
eu 1] “Jd cosx u 
vu 
PR ti! d 


du 


— sENX = —— 
dx Jisx=-m cosx|+c 


senxdx =-du 


17,17) Calcule [senx -cosxdx. 
Solução 
Aqui podemos escolher entre fazer a mudança g(xj=senx=u ou 


g(x) = cosx=u. Vamos fazer das duas maneiras: 


o 
1.º) Fazerdo senx=u, temos (senx])' = Ri, isto e, cosxdxa du. 
x 


Então: 
[o u” senêx 
sen x - Conti Haifa = 


+ E 


3AB 


du . E 
2º) Fazendo cosX=U, temos (cosx)' = E isto é senxudx=-du. 
x 
Enlão: 


2 7 
Jena cosxdx = | u(-du)=—[u du = +€2 ds «Se x ils 


Observe que os resultados obtidos apresentam uma aparente incagrência: 
f 2 Z 1 


Ea Ê SEM X cos xXx 
encontramos primitivas diferentes | > +4 & — 2 co para a mesma fun- 


ção A(X) = senx- cosx, 


Mas é fácil entender que não houve erro: primeiramente, basta derivar ambas as 
iunções encontradas para acharmos a mesma função Aix) 


[ sen?x j 2senx 


sa = 


cos” x 2 cos x 
PE aa qr [cos x)'=senxcosx 


- (senx)' = senxcosx 


Em segundo lugar, lembramos que o simbolo fi [x)dx representa qualquer 


z z 2 
pomiliva pfxj+o de ftx) [po exemplo, | xx pode ser a ou ds ou =+10. 


et] e, portanto, duas primitivas da mesma função devem diferir de uma cons- 


tante. De fato, 550 Ocorre no nosso caso: 


senix  )( cosfx  ) senix+cosx | 
E qa [| o pa mid = constante. 


Assim, verificamos que ambas as respostas são equivalentes. 


x dx 


17.18) Calcule Í ; 
x= 3 


Solução 


Temos aqui uma situação mais delicada que a dos exercicios anteriores, 
já que não reconhecemos, de imediato, na integral dada, a forma 


fi[a(x)] -g(x)ax. 
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Lembremos, no entanto, que a derivada da função dx é dada per = Isso 
x 


sugere que façamos a substituição Vx-3 =u pois assim conseguiremos colocar a 


dx E E 
quociente E e e próprio numerador x em função de uy, Senão, vejamos: 
X— 


E — = 2dy 


Vx—3 


fu” 


| xdx f ] 
Sw +3) 2du=2)[u'+3)du=2] Sema ro 


Logo, 


Exercícios propostos 


17.19] Calcule: 
3x1 à e -2u+1 
a) k x—1) dx e) Je dx m [E MESA 
dx 
b) = saio x—3 
ssa o J2 5 d [5 
í no ) Í dx 
E á ja É es 5x—1 13 [55 
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17.203 Calcule [cos xdx. 


3 
17.21) Calcule [ sen? dx 


17.22) Calcule: 


dx 
i x -4 


17.23) Calcule [ as 
x + 


17.24) Calcule [exis ax 
17.25) Calcule: 
a) [ecra 
b) [2xcosx dx d) | 
17,26) Calcule: 

a) | sento - cos x dx 


17.27) Calcule: 


a) [NHax 


17.28) Calcule festa» dx - Insenxdx. 


17.29) Calcule: 


a) lcos x. senxdx 


b) E dx 
x +1 


17.30) Calcule: 


pm 


c) Es dO dx 


dx dx 
DM =Al 


e dx 
) Es -10x+3 


12x-5 
) ns *-5x+1 


b) feotaxox 


ii [me 


c) [5x4 — 3 dx 
po] 


2 
d) (= - senxó dx 


f x dx 
B; J2x+3 


dx 


e) K (2xº + 2x) [6x +2jdx 
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17.4 — TÉCNICA li: INTEGRAÇÃO POR PARTES. INTEGRAIS DA FORMA 
frio) -g'(xidx 


Para o cálculo de integrais da forma rt) “g'(x)dxº!, vamos retornar, de inicio, à 


regra de derivação do produto de duas funções: 
(09 900) =P"(0) -gb)+ tb) -g(s) 


Temos, então, que 


OS gr (x) = [t(x) - g(x))= (x) - aba) 
ou ainda 
fred obae= [(rtg al) ax- | rt) siga 
Como uma primitiva de (f(x) - g(x))' é f(x) - g(x). isto é, 
ferco seg ax= "(09-90 


freo g'Qo)dx=f(x)- 96)- [t'(9) -gix)dx 


Percebe-se. então, que, para o cálculo da integral do produto de duas funções, O 
que se coloca como furndamental é a escolha de qual das funções será chamada 


de fix) e qual será chamada de g (x), já que a esperança no vso da fórmula acima é 
de que a integral em que cairemaos seja mais simples do que a integral pedida. O 
primeiro exercicio da série abaixo esclarece este comentano. 


* Enlendem-se fe g como sendo junções deriváveis, de continuas num intervalo |, 
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Exercícios Resolvidos 


17.31) Calcule jx - senxdx. 

Solução 

Façamos f(x)=x e g(x)' = senx 

Vamos determinar, agora, f(x) e g(x): 


Hi) xsFbo=1 
a(x)' = senx = a(x) = | a'(xjox = | senxax =-cosx (c,=0) 
Utibzando a fôrmula 
RO g(e)dx= f(x) 909- [bo ape) 
vem: [x-senxdx=x- (-cos = [1 (-cosx)dx = —xcosx+senx+0 


Note que se livéssemos invertido a escolha, isto é, se fizéssemos f[x)=senx e 
g'(x) =Y%, leriamos: 
f(x)=senx = F[x)=cosx 
x? 
qt) =x=900)= fo'(mdx= |[xox=T (c,=0) 
é, com o uso da fórmula de integração por partes, viria: 


x) x 
[esenxax - senx [É - | cos(x) - a 


o que é correto, mas inconveniente, pois a nova integral não é mais simples de se 
calcular que a integral pegida. 


E 


17.32) Calcule je (2x+5)dx. 


Solução 
Vamos fazer f(x)= 2x +5 e g'(x)= e”, e calcular f(x) e af x): 


f(x)=2x+5=>f'(x)=2 
g(x)j=e" => g(x)= E (x dx -je* dx=e* (c, =D) 
Com a fórmula de inlegração por partes, vem: 


jo (2x + 5)dx = (2x +5)e* -|2 -e'gx=(2x+5)e” -2e" +c 
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17.33) Calcule fm x dx 


Solução 


Vamos resolver este exercício de duas maneiras, onde destacamos a simplicidade 
da segunda e a sofisticação algébrica e o aprendizado da primeira. 


1.º modo - Vamos fazer Inx=u 


Derivando em relação a x: 


donde gx = xdu tl 
Como Inx=u.isto é, log, x=u, temos x= e”. Substituindo em (fl), vem 


dx = e“ du 


à integral pedida, então, se escreve: 
finxax= fu - el du 
Utilizemos. agora, a tecnica Ii. 


Fazendo f(u)=u e g'(uj= e“, calculemos T'(u) e g(u). 
ffluj=u= f'(U)=1 

g(uj=e'> g(u)= fttujau - fe! du=e” [c,=0) 
Então 

finxox = fu -«edu=f(u)-g(u) -friu) - gtu)du 

finxax= fu -edu=u. [1 -eYduy 
fina» = [uetdu=u elmel+c=e"[u-1])+c 

Como u = nx. e lembranda que e? = elts.* = x, temos, finalmente: 


fm xdx=x(Inx-1]+c 


si? 


2º modo — Apliguemos a técnica IN diretamente em [inx ax , fazendo fix)=Inx e 


9'(x)=1. Calculando f'(x) e g(x): 


HO)=Int= f(x) => 
B'(x) = 15 90%) = | g'(x)dx= [isx= x (c,=0) 
Então 
Erimxax= "09 96) [109 a(o 
/" Insee = (nx) - [= x dx 
ineo =tInx) x = [dx=(Inx) xx +e 


inox =x(Inx—-1)+e 


17.34) Calcule xe [e cosxdx. 
Solução 
Fazendo f(x)=e* e g'(x)=cosx, temos: 


f(x)j=e"= f'(x) = e” 


g'(x)=cosx = q(x)= [cos xax =senx (c,=0) 
Então 
x=[e' «cosxdx= e”. senx- | e“senxdx E) 


Como vemos, neste caso não tivemos sucesso imediato com a aplicação da 
técniça IH, No entanto, vamos aplicar essa técnica, novamente, na integral da 


expressão |: fazendo F(x)=e* e G'(x)= senx, temos 


F(n)j=e' = F'(x)j=e* 


G'(x)=senx= G(x) — | senx ax =-cosx (2, =0) 
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Então 
fe senxdx = F/x)- sto- [r'(9) -S(dx 
[et senxax= Es (-cosx)- [e* (-cosxjdx 


fersen xdx=-e". -cosx + [ e" cosx dx 


K 


substituindo na expressao (|), vem: 
X=e"'senx—[-s" cosx+ X) 


X=e'senx+e'cosx-—X 


2X=e'senx+re' cosx 


Logo 
x e*(senx+cosx) 
E 2 
Exercicios Propostos 
17.35) Calcule: 
Eos 
a) | xe“cix c) | xcosxdx 
Ê 
b) ftsx-nerax d) [t2x+ )senax 


17.36) Calcule fé inx dx. 
17.37) Calcule X= Í x'e'dx. 
17.38) Calcule X - Jet senxax. 


17.38) Calcule X = [e cos x dx 
17.40) Encontre uma fórmula de recorrência para 
Kn - [eras neN 


374 


Capitulo 


1 o A Integral Definida 


18.1 — DEFINIÇÃO 


Seja À uma primitiva da função f, continua, num intervalo |, isto é: 
Atx) = [rega 


Se, para um certo acl, tem-se A(aj=0, a função A é única (note que esta 
condição permite determinar a constante c que surge no cálculo de frix) dx ). Pois 
bem, determinada a função A tal que A(x) = | f(x) dx e A(aj=0, o valor 


numenco Aíb), para todo bel, é chamado integral definida de 1", e é indicado 
pôr 


A(b) = [epyax 


Os números a e & são chamados extremos de integração 


Exemplos 


3 
a) Vamos determinar ] [2x— 1) dx 
1 


Primeiro, calculamos Afx): 


A(x)= |(2x-1ax = X -x+G 


“O lefor já percanau que, caso fseja não negativa no intereglo de exiremos a é ba função À é a função 
área estucada no caplulo 16 « Alb] é a área sobo gráfico de Fnesse intervalo (veja dem 186.2]. 
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Como A(ta])= 0 para a = 1 temos: 


AMN)=P-1+0=0=>€0=0 
Assim, A(x)=xº-x: portanto: 


3 
| [2x—-Udx=A(3)=37-3=8 
1 


=” 


q 


F] 
bi) Vamos determinar l 2 senxdx. 
[MH 


Primeiro, calculamos A éx): 


A (x) - [2senxax =—?cosx+C 


Como A(a)= O, para a 5 O termos: 


A(0)=-2cosb+c=0>€=2 
Assim, A(X]=-2Zcosx+2; portanto: 


J2 


gsenxawx = À Ea Sendas) .— q 2 =2=J2 
4 4 2 


sim 


[ 
Jo 


18.2 — TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 


Vejamos, agora, o teorema que, entre outras utilidades, permitirá eliminar a 
determinação da constante c no cálculo da integral definida: 


Se p é uma primitiva da função f no intervalo |, = a e b são números de |, então 


[+ (x)dx = p(b) (a) 


& prova desle teorema é bastante simples: 
Se 4 esa primitiva de fpara a qual Ata) = OD sabemos que 


Frege = A (5) 


Jr6 


Como À e « são primitivas da mesma função f, sabemas que a diferença entre elas 


é vma constante £, Islo É 
A(x)=p()+e 
Então 


AD) =plbj+c 
Ala)=n(aj+c 


Subtrainda membro a membro essas duas igualdades, vem: 


Albj-A(a)=e(b)-nía) 


ou seja 


fito dx-0=p(b)-«w(a) 


Logo Prvga =«p(b)- p(a) 


Em suma, podermos agora calcular a integral definida determinando inicialmente a 
integral indefinida correspondente e, em seguida, obler a diferença entre os valores 
numéricos desta para os extremos de integração (superior menos inferior) & 


nólação a seguir esclarece bem essa idéia: 


fico dx = regar] = et] = q(b)- (a) 


Assim, para os exemplos do item anterior, temos: 


3 3 Í 
a) | tox-tax= [t2x-nox| =x" — + e| s 


=(3"-3+e)-(-1+€e) =B 


| 
bia 


2 
: = 


2senxdx = fa senxax = -Zcosx+€c| 
Je Jo 


T— 


D 


-[-200sE 46 )-(2c0s0+0)= 2-J2 


ER 


Outros exemplos 


2 x iá h) f 1 a 
c) Í 2" dx = 2 +C = Sa = É +02 |=—— 
InZ : InZ2 In2 InZ 


É] 
, 


g k] 
d) al cs sine 
2 * b 2 


1 dx ED 4 ag 1 | 
8) t 70X » — = — 
a (2x-1) 2 Ed 2(2x-1) |] 
à 
tnote que, aqui, utilizamos a técnica | para calcular Í E 
(2x —1) 
BA 
[que 
Orsa) Zur 2) 2-2+1 


Exercicios Propostas 


18.1) Calcule: 
x 1 ln 3 
of (mena dj cosxax o | era 
al, sf a 0 
5 
18.2) Calcule: 
co E ] m” 
a) | 3x—1) dx b) sen! —-x 
E A ada a 
E] 
E E 
c) Í E ER d) lia tgx dx 
a Nº +a x 
4 
; 2 
e) x senxdx n | In x dx 
E 1 


18.3) Duas propriedades da integral definida. Prove que: 


a) | togar+ | rogar= [Crtx) dx b) [etxjax=-["rtxydx 
a b “a “a Sb 


FZ 


183-A INTEGRAL DEFINIDA E A ÁREA 


Já sabemos que, caso f seja continua e não negativa em fa. b]. o número 


A(b)= | Hlx)ax 


(lembre que A(a) = 0) representa a área sob o gráfico de f no intervalo [a; b). 
Nos casos em que f não obedeça a condição de ser não negativa, também é 


possível dar interpretação geométrica, associando fot to) ax a uma medida de 
área. Veja: 


1.º) caso f seja não positiva em [a; b] 
As áreas 1 e 2 do gráfico são, por simetria, iguais. 
À área 2 é dada por y 


[tea 


pois — f é não negativa em [a, b). aid 
Portanto, 


Prego aca 


' 
A a 2 


4 


representará a medida da área 1 com 
sinal trocado, já que 


Frege =—[ -t(ejx 


2.º) caso f tenha trecho positivo e trecho negativo 


Como mostra o gráfico ao lado, f(x) s0O 
emja;cje f(x)>0 em fc; b). 


A propriedade a do exercicio 18.3, acima, 
permite escrever 


fogo [Croo- [ eta) ax 


t 
a id 


DI] 


À primeira parcela desta soma representa a área 1 com sinal trocado; a segunda 
b 

parcela representa a área 2. Vemos, portanto, que neste caso fit Oo) dx 
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representa o saido das medidas das áreas limitadas pelo gráfico de f e pelo eixo 


Ox em [a; b). 
Como aplicação desta interpretação geométrica da integral definida, sugerimos que 
o leitor refaça os exercicios de números 18.7 a 16.13, utilizando a nolação e as 


propriedades da integral. 


18.4 — À INTEGRAL DEFINIDA E A SOMATÓRIA 


Vamos, agora, utilizar o relacionamento da integral definida com área para 
estabelecer a ligação daquela com um certo tipo de somatária. 

Tomemos o caso em que a função f é não negativa em [a; b); a área sob o gráfico 
de fé S= Is (xjdx neste intervalo. 


No entanto, 5 pode também ser obtida pelo seguinte processo. dividimos [a: b] 
em n intervalos fão pequenos que, em cada um deles, f possa ser con-siderada 
uma função constante. Temos, então, S subdividida em n retângulos. À soma das 
areas desses retânguios é igual a 5. E claro que este processo fornecerá um 
resullado aproximado, mas tanto mais preciso quando maior for n, isto é, quanto 


menores forem os intervalos em que dividimos [a; b]. 
Vejamos um exemplo: 


Seja Sa área sobo gráfico de f(x)= !+cos 5 no intervalo FO; 3]. 


Utilizemos, inicialmente, a integral para conhecer S (note que T(x) > 0 emo; 3). 


a x) f x If 
1 — [dx = 2 — 
Ji aa] x pu 24, 


( 
=[3+2sen5]-(o +2 sen0)= 4,995 


(utlizamos sen 1,5 = 0,997) 


Agora, vamos do processo acima descrito. 
Vamos subdividir O intervalo [0, 3] em três subintervalos: [0; 1],[1; 2]./2; 3]. 


Y 
E aa a 
| 


| 
F 


pigs 
E 


] , 


— — — us 
[OT rena 
—— = ui 


MO |sessscancase lo 


maj-s 
mi 
nfs 
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Temos então, (apenas) três retângulos de bases 4,=1-0D, a,=2-1 e 
3,=3-2, 


Para que O erro não aumente, vamos tomar como alturas desses retângulos os 


a) (8 


Assim a área 5 é dada por. 


s=1(8)-a,+t(5) a, +t(x,)-a,= DG 


kK-1 


(og 


(t+cos5)+(t+cos5)s(t+cos 5 )= 
É a Ra a) 


=1,969+1,732+1315 =5,018 


ARE: 


ou seja; 


Obtivemos uma aproximação excelente, se considerarmos que a divisão de S em 
apenas tres retângulos é um procedimento muito simplificado. 

Vamos, então, passar à descrição formal da nosso processo, chamando a atenção 
de cue, mesma considerando f não negativa, não há perda da generalidade da 
conclusão, uma vez que a integral definida está diretamente ligada a areas, como 
vimos no item anterior. 

Sendo f continua e não negativa em [a; b], consideremos os n subintervalos 


EM Rios MRE MR Ea = b] 


londe, é claro, x <x «XxX, <X, <...<x (<Xx jcujos comprimentos são dados pc 


n=1 
A,X=K—X com | 


(Os números Ax serão as bases des retângulos em que dividimos a área S sab o 
grafico de 1). 


YA. 


ar 


sans seanenari ni nana 


tenista na mm ri 


| 
+ 
E] 
b 
[] 
“ 
[] 
D 
] 
a 
E] 


ARA 


Tomemos, agora, x, E) Xau SP k=1,2;...:m (supondo, em cada inter-valo, f 


constante e igual a fix) | temos aqui as alturas dos retângulos). 


A soma das áreas desses retângulos se aproxima do valor de 5. Então” 


S = [Prigdxe HM) axe tm) apretfã) age 


a 


++tfm) axe +i[e ) oa 


DL Seja: 


s - Frgo = St(x,) “AX 


E =:1 


À medida que aumentamos n, a somatória acima mais se aproxima de 5, a ponto 
então de podermos escrever que, para n suficientemente grande 


Progax= 3 f(x) aa TE 
a k=1 


É de extrema importância a relação que acabamos de ver: são inúmeras as 
situações do cálculo aplicado às ciências, em que há necessidade de sE 


a E 
determinar o número ce que se aproximam as somas da forma Pt 4x 
k=1 
quando n aumenta: damos aos racipcinios que conduzem a tais somas o nome de 
processos de integração. Alias, é histonco (e da preferência de muitos autores) 
que se defina a integral definida a partir das somaitárias. 
Vejamos duas aplicações. 
18.5 — APLICAÇÃO A GEOMETRIA: VOLUMES 
Consideremos, como exemplo introdutório, o seguinte problema: 


Calcule o volume do sólido gerado pela rotação do gráfico de fij=5 em tomo 


de eixo Ox no intervalo [ô; 3). 


* Note, novamente, que aumentar in significa diminuir mais & mais às comprimentos (dos intervalos) DX - 


Esta situação, então, seria melhor traduzida esciévendo que 
fit ; 
Fizxida = km THXZITA,K 
o: ) th =s 0 t ) n 
Não fizemos no texto por questão de simplificação. 
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É claro que, neste caso, sendo o sólido 
um cone, podemos utilizar a fórmula da 
Geometria: 


v Ê area da base x altura 
cone E 3 


Como a base é um circulo de raio 


3 
f(3) -,ea altura é 3. temos 


2 
ko 
5) x 3 gi 


=—llln— = 


cone 3 4 


No entanto, vamos utilizar o processo de fatiar o sólido, dividindo o intervalo [0; 3] 
em n subintervalos de comprimento AX tão pequeno que, neles, f(x) possa ser 


considerada constante, 
Temos, assim, o sólido dividido 
em n cilindros de aitura Axe raio da 


y 


base (x,). O volume de cada um 1) Lessa 


desses cilindros é 


me A 
area da base x altura = a[f(x, )) AX 


O volume do sólido é, então: 
n — 
V= Salt(x,)] AX 
A 
Portanto, temos aqui um processo de integração e, pelo exposto no item anterior, 


podemos escrever, para n suficientemente grande, 


Então 


De modo geral, para calcular o volume do sólido gerado pela rotação do gráfico de 
f, continua e não negativa; em torno do eixo Ox no intervalo [a: b], fatiamos o 
sólida, dividindo [a; b] em subintervalos pequenos onde f é considerada constante. 


383 


Tomemos XxX em cada um dos intervalos 


e, sendo AX o comprimento desses y. 


intervalos, cada cilindro obtido por esse 
processo tem raio da base f(x) ealtura HR)... 


8X E 
A soma dos volumes desses 
cilindros dara o volume V do sólido: 


V= >a[(x)) AX 


Este processo de integração nos leva a 
o 2 
V==| [159 ax 
a 


Como outro exemplo, calculemos o volume do sólido gerado pela rotação de 


1 a 
f(x) =—= em torno de Ox no intervalo [e: e!) 


Vx 


3 


(147 re dx E: - 
V= ] —= | dx = —D =afinx = rlhnhe'*-lIne|=2n 
nfi(77) ox= =] S=a(ino)| = a[ine?--te] 


Exercícios Propostos 


18.4) Calcule o volume do sólido gerado pela rotação, em torno de Ox, do gráfico 


1 
de f(x) = z no intervalo [1; 4]. 


18:59) f(x]= Vr? —-x2,r>0, representa uma semicircunferência de centro O(0: 0) e 
raio r. Mostre que o volume da esfera obtida pela rotação de f em torno de 


8 
Oxé —rr?. 
3 


18.6) Calcule o volume do tronco de cone obtido pela rotação do segmento de ex- 
tremos P(2; 2) e Q(5; 1) em torno de Ox. 
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18.6- APLICAÇÃO À FÍSICA: TRABALHO 


Na Fisica elementar, aprendemos 
que o trabalho T realizado por uma 


força constante F para deslocar um 
copo de uma distancia x (sendo F 


paralela ao desloca-mento) é dads = FosK 
par: = a 
Lo. — | E 

= for di x | 


Caso F não seja constante, para calcularmos o trabalho, dividimos a distânciatem 
que F deve atuar) em n pequenos intervalos, de comprimento A,x, nos quais F 


pode ser considerada constante e igual a um certo F, de cada intervalo. O 
Labalho, então, em cada intervalo, é F, - Açx. 


Supondo que F varie segundo o 


gráfico de uma função continua Fhd, Fi : 
o trabalho total realizado é dado por 2 


n b 
Da RAM [ F(x)dx 
k=1 da 


onde a e h sÃo, respeclivamente, as 
abcissas dos pantos inicial e terminal em que F deve atuar, 
Par exemplo, a força F necessâna para comprimir uma mola é dada por 


Fix) = 


onde k é uma constante própria da mola & x é a distância enhe os pontos de início 
e final da compressão. 
Sendo £ a comprimento da mola 


Solta, vamos calcular o lrabalho : À 200. 

realizado por F para deixar a mola e O0000000000 ; ii 
1 

com — de seu compnmento. 


y — AOOCONO RAM 
A distância a ser vencida & de vm Un 


3, a O mt 


ft-—-=—: adotando, enião, Zero e ' 
4 4 - 


a E à 
E como extremos de Integração, 


temos 


a 3 274 a 2 
a kw k 9 gké 
T = 4 = * k dx = =—— .— o —— 
IE Ends IR : Z | 2 16 32 


fAdmilimos aqui que Fe É foram cadas em unidades do mesmo sistema, resul- 
landa, então, T em unidades de trabalho desse sistema) 


E feia 


Exercicios Suplementares 


4.1) a) Determine os números À, Be € tais que 


x? + 3x 


b) Calcule a primitiva de f(x) = ra que se anula para x= O. 
x+ 


14.2) Calcule [ES + x dx. 


4.3) Calcule X = | see xdx . sabendo que 


[sec xdx = In| secx+ tgx|] 


(sugestão: secix = secº x - secx) 


4.4] Mostre que [seo xx = In|secx+lgx[|+c. 
IV.5) Calcule | cosseoxax 


VE) Calcula fox “Incosxdx. 
14.7) Considere o polinômio P (x) = (dem) den”, 


a) Calcule f (x) dx 


b) Desenvolva Pí(x) pelo Binômio de Newton e, nessa nova forma, calcule outra 


expressão para [Poa á 


c) Calcule a soma 


n) 41 ny1 fn) 41 n 1 
1+ .— + — + =. .+  — 
E 2 (2)s (3) 4 (5) n+1 
(E importante, neste exercício, lembrar que duas primitivas de uma mesma 
função diferem de uma constante.) 
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Iv. 8) Seja a função 1 definida por f(x) = e”. xe 
Toma-se P(x)= ax? +bx+k. 
Determine a, b e k para que se tenha 


foge =e' -P(x) 


14.9) Seja f definida por f(x)= ax? +b 


a) Determine a e b sabendo que 


7 2 Mm 
= | o)dx= 5 e b = [ togax= 


b) Calcule à área da região do plano limitada pelc gráfico de fe pelas retas y =D, 
X-= De = e) ; 


c) Por que essa área é iguala |, +1,? 


1 
410) Seja (a; n=[ x. (1- x) dx, ael eneN 
0 


a+1 
Most I(a+tn)= -Van+m, 
astre que |(a+ tn] a ( ) 
2 
V.11) Seja |, = [ sen'xox ne BN. 
“o 
n—1 
a) Mostre, utilizando integração por partes, que para N > 2 tem-se |, = El In-2- 


b) Calcule 1, lh 
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EXERCÍCIOS DE VESTIBULARES 


NÚMEROS REAIS E FUNÇÕES 


1) (EPUSP; O número x não pertence ao intervalo aberto de extremos —- 1e 2 


Sabe-se que x< 0 oux>3 Pade-se então concluir que 


a)x<-1 ou x>3 djx>3 
b)x22 cu x<0 PjnN.r.a. 
cixz? ou x£-1 


2) (CESCEA-SP) O conjunto de todos os x para os quais |2x-3|>x é 
a) ixeK|x<o0) d) fxe=]D<x=<4) 
b) [xeR|x<0ex>4) pj) ixemx|x<tex>3) 


o) jxeR|i<x<3) 


3) (EPUSP) As raizes da equação | x E +|x|-6=0 


a) são positivas d) têm produto & 
bj têm soma O ejnr.a. 
c) têm soma 1 


41 (PUC-SP) Qualquer que seja o número real não nulo x, tem-se sempre 


1 
x+— 
x 


a) 


X+— 
x 


>2 b) <10 c) <x d) 


X+— 
x 


5) (FEI-SP) “Assinale a verdadeira” 
Quaisquer que sejam os números reais x e y, tem-se 


aj-x|=x* dy |x+vy|=|x|+|v] 
b) |hx]-|y]]<|x]+1y] ejnra. 
o |-x|=-|x] 


6) (ITA-SP| Sendo x um número real, (1+ x)(1-|x|]z 0 se somente se 


a) |x|<1 bj xx1 c) |x]=1 d) x2z1 e) xe 
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7) (ITA-SP) Sejam R& o conjunto dos números reais e C um subconjunto de Z. 


8) 


Definimos supremo de € como senda o número L satisfazendo as seguintes 
condições: 


1º Lex, xe l 
ESA ES = SEE cl" 


Seja C o conjunto dos números naturais menores do que 11. Assinale a 
afirmação verdadeira, relativa ao conjunta C, 


ajl=9 dt=17 
b)L=10 e) não existe L 
Ql=11 


(ITA-SP) Seja E um subconjunto do conjunto dos números reais R. Dizemos 
que um número b é um ponto de acumulação do conjunto B, se para qualquer 
numero real positivo k, arbitrariamente dado, existir um elemento c de E tal que 


Q<|b-c|<k. Nestas condições, b = 10 é pento ce acumulação do conjunto 


dos 


a) naturais menares do que 10 

b) naturais menores ou Iguais a 1D 

Cc) racionais maiores do que 1 e menores ou iguais a 9 
d) racionais maiores do que 1 e menores do que 10 
e) nra. 


(FEI-SP) Se x>y>0ez=zD, a única desigualdade que nem sempre é 
verdadeira & 


E e 
aj xt+z>y+Z dj) — <— 

x Y 
Db) xz>yz ejn..a. 


ERES Dogzé 


y 


ADJ[FEI-SP) À desigualdade E RRE >2 se verifica 
y x 


a) quaisquer que sejam os reais x E y 

bh) para x=0 

Cc) para quaisquer x e y de mesmo sinal e distintos 
d) para quaisquer x e y de sinais contrários 


Ej nra. 
Era 
11) (MACKENZIE-SP) O dominio da função definida por f(x)= SEX é 
x 
a) ixeR|xs 3) d) O conjunto dos números reais 
estritamente negativos 
bj ixeX||x|<3ex=0) E) jxeR[3<x<-3 x=0) 
c) IR 


20 


1 jalg 
I)FUVEST-SP) f:R — R associa a x o número —— . Quanto vale f[47)? 
E 


ER d) 0,0714285 
py SI E 

6 7 
tea 

8 


13) (FEI-SP) Uma função f(x), definida no conjunto dos números reais, senda a um 
número real determinado, verifica as propriedades: 
fb)=-ti-x)etix+aj=t[x) 


Então: 
a) flar x) = f(-x) d) f(2a) = fa) 
b) f(x)= fia) ejn.a. 


c) flza-x)=-t(-x) 


3 d 
(4) (FUVEST-SP) As funções f e q são dadas por fixi= id e qua = a Ê 


Ê 


1. 
Sabe-se que f(0)-9(0)=—. O valor f(3)-39 ç| é 


ta] a 


ajÚ bj1 c)2 dj3 e) 4 


ISHFUVEST-SP) Seja f uma função tal que f(x+3)=x"+1, para todo x real, 
Então f(x) é igual a 


a) x'-2 e) -3x] +15x — 20 e) x] +6x-16 
b) 10 - 3x d) x - 6x +10 


ISJFUVEST-SP) Se f:R >» R é da forma f(x)=ax+b e verífica flf(ix)=x+1 
para todo x real, então a e b valem, respectivamente: 


aj tes )-te> c)j1iez djle-2z egj)1e1 


17)KFUVEST-SP) Foram feitos os gráficos das funções fix]j=sen4x e 
g(x)= o . para toda x no intervalo [0; 27). O numero de pontos comuns ãos 
dcis gráficos é 
a) 16 b) 8 c)4 dy 2 8/1 
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18)(F.G.V.-SP) Dada a função f(x)=2x!-5x+2 eo intervalo A=]0,1]. então a 


função f no intervalo À 


E 1 
a) êecrescente para X< 3 e decrescente para x o 


bj & sempre crescente 
ci é sempre decrescente 
dj) não tem nenhuma raiz 
e) tem duas raízes 


(SJ (CICE-RJj O maior valor de x) -|x|+1 no intervalo [-3, 3] & 
a) 2 bj- 3 co d) 5 237 


20) (FEI-SP) O gráfico da função fix)=[x-1|-1 é tal que 


a) éo mesmo da função f(x)=| x] 


b) passa pelo ponto (1, 0) 

c) passa pelo ponto (0; 1) 

d) não tem ponto de ordenada negaliva 
e)j passa pela origem 


21)(CESGRANRIO) Considere as funções: 


fr R g:R>R 
|x > 2x+b x — xé 
onde b & uma constante. Conhecendo-se a composta 
Igof:R>E 
3 
Lott) = 4x 12x +98 
Podemos afirmar que b é elemento do conjunto 
a) ]-4; O] b) JO; 2 c) ]2: 4[ d) 4; +00 
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LIMITES E CONTINUIDADE 


22)/MACKENZIE-SP) Seja f:R-[1) > R uma função definida por 


fx) À 


dx - 2x41 

Pode-se afirmar que 

2) não existe limf (x) d) lim f(x) sê em 

bj limf (x) = 1 e) limf(x) = +00 

c) limf (x) =b 

2 
' | ; 
23) (U F.UBERLÂNDIA-MG) A função f(x)= não está definida para X = 1. 
-4 pet 


Para que a função f(x) seja continua no ponto x = 1, devemos complatá-la com 
ft) igual a 


aJ0 b) too c) 5 0) É 8) —co 
24) IFASP) O limite fim 2 vale 
— x-a 
a) a? b) Za? c) 3a” d) 4a” 


25 FASP) Dada a função f(x)="* 


se x+0 e f(0)=a, o valor de a, para 


que esta lunção seja continua no ponto x= O é 


ajo bj>1 c) 1 d) 2 
26) (MACKENZIE-SP) O im E si ] é igual a 
EB) xº — 9x 
1 1 1 1 1 

hi 5) 27 S 243 Da “Ea 

27) U.C.MG) O valor do lm ESSE é 
1 2 
a) -1 b) O c) Z d) E a) 1 
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28) FM SANTA CASA-SP) Calculando-se 


.— sen2x-cos2r-1 
im="——— 
=: CUSK— sBr AR 


obtém-se 
a) v2 b) ER o c) as d) -N2 ejnr.a. 
2 2 
| 
29)(F.M.ABC-SP) lim ve - 
Beit gias 

aj0 b) co c)1 d-1 e)0,5 
30HU.F UBERLÂNDIA-MG] Se y = f(x) é uma função real de variável real, definida 

por 


t)= 2x— 5 para x & 3 
“| spaax=a 


Então, podemos afirmar que lim f(x) é iguala 


as by 1 c) 1 


dj O e) na, 
. serkx . 
3W(UC MS) valor do lim ê 
"= x 
a) k b) 1 AS dj k? ej2 
[ 1 x—7 az 
SP MACKENZIE-SP) lim + —— | é iguala 
*2| x-2 xº+x-6 
2 | 5 
õ bj = = - 
a) ) E c) E dj 1 e) 2 
33)(F.M.SANTA CASA-SP) O lim 12 S0S4x 
0]-cosZ2x 
aj 1 bjéz cjêed d) é zero e) não existe 
34) (MACKENZIE-SP) O firm Ea a igual a 
1 1 
aj0 — = 
) bj i Cc) = d) 2 jd 
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SSI MACKENZIE-SP) O lim (4? sxet-dx —x +1) é igual a 


ajQ b)1 Cc) 2 dy 3 
oa, 
JE PUC-SP) im) (E se *) é igual à 
a)-2 bj-1 co d) 1 


37)(U.U-MG) O valor do lim (Vx+2x+3 x] é 


E) zero b) +oo E) —co d) 2 


38) (FUVEST-SP) Sabe-se que 


. 1-costx | sen'x 
Fim —— = lim — =1 
xD x x — ld x 
Conclui-se que lim SEE 
“—0 x 
a) é > bjé 0 c) é infinito d) é indeterminado 
E 
39) (PUC-SP) im Sr 62 é igual a 
+ xX— 
1 1 1 1 
a) ã Db) 5 Cc) E d) 7 
(PUC-SP) fim SLD* a iguala 
Eb x Senx 
aj) b)2 c)3 d) 1 
ES) RE Rd 
41 ICESCEM-SP) lim dis Bisa, vale 
E-er mn 
a) 5e b) e” cj5-—e d+. 
«jPuC-sPjO lim? =! coma>0e a=1 e iguala 
a) Ibg, E b) log, a c) 1 dje 


2) 09 


ej é 


e) 1 


E) não existe 


8) 


qo] + 


Bj4 


e) &º 


eja 
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43) (PUC-SP) li SE SEE 


W-3x]+2 
5 d ? 1 FÊ 
— PE E d pes, e) — 
as o) 3 33 3 3 
44 PUC-SP) lim (dn+1-Vn) 
aj o by 1 c)2 da ex4 
o W$-4 
4530F.G.V.-SP) O limite Jim 
a) não existe bjé 4 c) é zero djéZ E) É toa 
= — 
46) (PUC-SP) O limite lim 2 2K+A 
os x-? 
a) não existe d] vale O 
bj não é nenhum número real c) vale 4 
cj vale 2 
arnpucespy ia O siquara 
1>0 WI 4 x — 1 a 
1 2 3 2 3 
é "a ig vs a 
E aja: 


4a) (PUC-SP) Sendo e a base dos logaritmos neperianos, o limite lim E 


3) O b) co 3 PE dy 1 a 


n 


[q 
AB (PUC-SP) Se im(1+5) =e, então, para k real e não nulo, o limite 
sa Me 


4YE 
lirr (141) vala 
so w 


=|o 


aj ke bj e! c) k' dje+k e) 


ad E, 
SO3 (PUC-SP) O limite lim vale 
Es7 5/x a 3? 


a) 5W7! b) O c) 7º d) 4/7 e) 
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DERIVADAS 


51) (U.F.PR] Observando o gráfico sa 
tunção f(x), podemos afirmar: ya Hx) 
x 
a) A função f(x) é derivável ê pan ads : FAROE 
= m emma : 
b) Jimtb)=m E 


9 fimifxy)=n 
0) A unção f(x) não é derivável no intervalo Jb; el 
e) nra. 


S2/MEPUSP) A função y =| senx| 


a) é descontinua nos pontos da forma kz [k inteiro) 
b) não é derivável nos pontos da forma kz 

c) é derivável em qualquer ponto 

d) e derivável mas não é continua 

e) nra 


53HF.M.SANTOS-SP) Assinale a alternativa falsa: 


a) se existe F(x,) então existe larmbém a reta tangente ao gráfico de f(x) no 
ponto de abscissa x, 


b) se fix) é continua em x, então ela tem derivada em x, 
c) a derivada da função identidade é a unidade 

d) se f(x) tem derivada em x, então ela é continua em X, 
e) a derivada da função seno é a função cosseno 


z 
SAMMACKENZIE-SP) Se f(x)= * então f'(a) vale: 
a 


a) é b) 1 co dja E) 2a 


SSMU.FUBERLANDIA-MG) A equação da reta tangente à parábola 
y=2]-7x+10 no ponto de abscissa x= 6 é 


ajy-4=5[x-6) c) y-6=5(x-4) e) y-4="(x-8) 
bj y-4=-=(2-8) d) y-8=2(x-4) 
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55) (FUVEST-SP) A equação da reta que é tangente à curva da equação y =x[X|. 
no pento (— 1,— 1) é 


ajy = 2x C)y=-2x-3 ejy=2x+ 1 
bjy=—2x—1 diy=— 2x 


57) UU-MG) A equação da tangente à curva y=x*-5x+1 no ponto de abcissa 
Xx=1 é 


a) x—-y—-4=0 
b) x-y+4=0 
co x+ty=-4=0 
d) 2x+y-1=0 
e) 2x+ty+1=0 


SS/(FATEC-SP) A parábola P e a reta r são definidas respectivamente, por 
y=x-x-2 e y=x-—4, A equação da retas, paralela a re langertea Pé: 


ajy=x=2 )y=x—5 6 Sai a 
bjy=x—1 djy=x—3 
à 
59) (PUC-SP) A derivada primeira da função y =-— é 
1 1 k L 
a = ia Edna 
E o =? 
1 k 
b) y'=— dy ne 
dd a 


S 1 ' 
80) (MACKENZIE-SP) A reta tangente à curva Y= = no ponto de abscissa x=2 É 


perpendicular à reta 


e)jdy=-x+2=0 


aby-—x=0 c)ix-1=0 
bly-—-1T=0 y-=-dx+7f=0 


81) (MACKENZIE-SP) Na figura, a reta r 
à tangente à parabela no P, Então, a 
equação de r é 


a) 3x+2y-—-12=0 
b) 2x+y-7=0 


e) x+3y-11=0 
d) x+8y-—-20=0 
e) nra, 
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62) (FM.SANTA CASA-SP) No gráfico 
estão representadas a função f(x) e a 


reta r tangente a f(x) no ponto (x,: 0) 
- Sendo y=x-x, a equação de r, 
podemos afirmar que a derivada de 
f(x) no ponto x=x, vale 


a) 2 

b) -1 
c) 1 

d) -2 
e) nra. 


63)(U.F.PA) Dado f(x) = (x? +1)” tem-se para f'(x): 


a) ale +)” d) 5( 241)? -(2x+1) 
b) (xº 114 e) (x? 1)? -X 


c) a(x? +14 x 


64) (MACKENZIE-SP) A relação entre m e n, para que a reta y = x + m seja 
tangente à parábola 
y=x]-5x+n 


ê 
| 
1 =D— 
aam+n=3 ns ejn-m=3 
bm+n=9 dn-m=9 


6S)J(MACKENZIE-SP) A reta y = ax +b é tangente à parábola y = 3x) +c no 
ponto de abscissa 1. Os valores de b e c são tais que 
ajc-b=3 c)c-b=-3 
b)c+tb=3 d)jc+b=-3 


2 
o seu 


66)(CESCEM-SP) Dado o trinômio do 2.º grau y=0+bx+ 


polinômio derivado tem como gráfico uma reta tangente ao gráfico do trinômio. 
Então, a ordenada do ponto de tangência 


a) é sempre igual a 2, qualquer que seja O valor b. 

b) éiguala4parab=0. 

c) éigualab para b=3. == o mo Ea 

d) não pode ser determinada, pois a condição de tangencta é impossivel, na 
hipótese formulada. 

e) éiguala 5 para algum valor de b. 
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57) (U.C.MG) Um dos valores que anula a derivada primeira de f(x) o ê 
a)—- 2 bj— 1 c) 1 0d)? ey3 
88] (MACKENZIE-SP) Se f(x] = E então f'(x) é igual a 
Es 1 2 
aj-1 bp c)x-2 dy = 1-5 


E 


1 
BS) (FUVEST-SP) Qual a equação da reta tangente ao gráfico da função y = Pe 


no ponto (4, =|? 
ko a 
a) 3x + Z2y = d c)jIx— 2y=2 ej2x+ 3y=5 
bjix-2y=0 dix+ Zy=2 
FOjJ(U CPR) Se fho) = cos x, então 


lim f(x)-f(x+h) 


h—0 hi 


x. 
quando ia e 


ato b) 1 G)— 1 dj 142 8) = 180 
FH(UF MOS) O valor da derivada primeira de f(x) = cos 3x no ponto X = e 8 


aj-3 bj- 1 c)0 dy 1 e)3 
72MU.F.PA) Se fix) = sen x, então a derivada quaria f(x) vale 
aj — sen x bjcos x cisenx dj— cos x ej sen XCos x 


FS MACKENZIE-SP) Seja a curva de equação y = tg x. À tangente a esta curva no 
ponlo de abscissa x = a/d é perpendicular à reta 


ajx-2v+3=0 C)2x+ 2y-—- 3=0 ejx+y=0 
bjzx-y+3=0 djx+2v+3=0 


“4 UFMG) Se fixj= senx+cosx+tgx, então f'f0) é 


ipa bj- 5 35 a 1 e)2 
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TSMUF JUIZ DE FORA-MG) Se f(x) = e“Inx. então o valor de f'(1) é 


aje bj e” cy e! d) e? e)n.r.a. 
78)U.C.MG) Se d=—. então t'(x) é 
a) e” bje“-(1-x) cj-e” dy e“(1-x) ey e (1x) 


FHICICE-RJ] Sendo a base dos logaritmos neperianos, a derivada da função 
y=e" no pontox=0 


a) é igual a 1 


0) é iguala + 1 £) não existe 
b) é igual a — 1 


djeiguala+e 


T8/MACKENZIE-SP) Se f(x)= Rr , (0) é iguala 
+ 


aj-1 b)— 142 c)— 1/4 d) 142 eJ2 


TSHFEI-SP) Indicando por Df a derivada de uma função f, tem-se 


dg 1 1 Du 

e A ca) um se a. 
ã) ei o c) (+) TE ejnr.a 
b) Djuv] =Du - Dv dy D(uvj=v- Du-u-Dv 


BO)IMACKENZIE-SP) Seja a função definida por y = f(x) e representada pelo 
gráfico: 


Então, certamente 


ajitalque P(k)>O d) dados k, e k, quaisquer 
E) <E (e) 
bjalalque F'(k)=0 e) dados K, e k, quaisquer 


Fe )=f(k:) 
cjalaique F(k)<O 
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&THFEI-SP] Sendo f(x)=(5-2x)'. a derivada T'(3) é igual a 


aj- 8 bj1 c8 016 gjnra. 


S2)(E ELINS-SP) O ponto de contacto da tangente à curva y=vx)-16 e 
paralela à reta Bx+ 3y —- 2 =Jê 


ajtS, 3) bj (-5, 3) c)(-3,5) d(-3,-5) ejnra. 
83; (U.F.-PR) Se f(x) = sen 2x, então f'(r) é 
aj—2 bj = 1 co a) 1 2) ? 


B4) (PUC-SP) Sendo f(x) = sen'2x, então sus derivada pnmeira calculada para 


x = vale 


= 

8 
a) Ô b) 1 c|2 d) 3 Bj 4 

BSjICATANDUVA-SP) Seja a função 

f(x]= [sen(2x+1) 


Sua derivada primeira & 


-sen[2x+ 1) -cos(2x+1) 
=== |) ==>—— ejnrra. 
Jeos(2x+ 1) J-sen(2x+ 1) 
b) cos (2x + 1) " sen [2x + f) 
Jsen(2x+1) J-sentax+ 1) 
BBMU.F.-PA) Se fix)=e”. então f"(0) será 
a) 2 bj) é co dj B) 3 
8/J(PUC-SP) A derivada da função 
Efe pets” 
É 
a) x bj e! c) 1 d) O e)2 
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88J(UU-MG) Qual a afirmativa errada? 


O lat see te)-se 5 d) de [x cos x) = cos x + Xsenx 
d E] -a < -a 1 = 
bh) ate -E J=2e* + 8 e) ES 


c) Efsenta) = sen2x 


2 


ES IULF PR) Se f(x) = “DX 


px h 


então F'(1) é 


a) Ze"? b) -2e"? CÍ e d) 2 e) Ze? 


SDJ(CICE-RJ) Senda y=(n cos( Sea, Dexe<m,a derivada primeira de y em 
À 


, dr A 
relação a x, no ponto x = q é igual a 


-3 at aiE SE 
a) b) F c) 7 do e) 4 


(FMSANTOS-SP) As funções apresentadas nas altemalivas abaixo são 
derivadas primeiras das funções apresentadas nas questões 91 a 95. Associe a 
cada tunção a sua derivada. 


Z 1 
a = = = -— tc x 
di 2x-3 rg COS X o i 
b) y=8x(20—3) dj y=18x]-2x 


9) y=(2x 37 


E 
924 y= In J+senx 
1- senx 
939) y=6% — x? 


94) y=Incosx 
95) y=In(2x-3) 
98/U.F.UBERLÂNDIA-MG) Seja y=f(x) uma função tal que f(1)<0O e 


x +yº = 4, Qual é o valor da derivada de f(x) no ponto 1? 


J3 J3 243 243 


a) Não existe bb) E E) ao d) a 2) -—— 
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* 2 
87H PUC-SP] A equação da reta langente à elipse da equação ge! no 


e 
nto P=13, = [É 
PC Os 
12 q 12 q 12 9 
=> ss | x — -— =5-— [-3 —-— s-—ix-3 
ave saio) epa) eyes] 
12 . 12 il 
E do O e A RR a nero 
by ye qlx=3) dy vt =-s(*-3) 
aço a A l-cosx. 
48) (PUC-SP) À derivada primeira da função y = aretg a ê 
1 1 
a) cosx + senx b) 3 c) senx-cosx  djcos 2x 5 
99) [MACKENZIE-SP) O valor de 
rm (2 Be * 
1 [=X 
aj O bj- 1 c)1 d)2 eJ-2 
100) (MACKENZIE-SP) O valor de 
a Md a DE 
Jim 
4-5] 2 —1 
É 
aj bj-2 c) oa djé 0 e) 1 
101) —(FMSANTA CASA-SP) O lim 1 tosáx 
r=9 7—- 005 2% 
ajé 1 bjé 4 cé2z djé0 e) não existe 
102) (UF -PRj O valor de 
lim | Sen3x+3senx+senZx. 
“Dl sendy— 25enx+senZx. 
[5 
aj—1 bj0 +17 dj 2 e)3 


aus 


103) —(MACKENZIE-SP) Um imóvel se desloca sobre uma reta, segundo E6) 
diagrama. Para O intervalo de tempo entre O e |, à aceleração maxima do 
imóvel é representada 


a) pelo cosficiente angular v 
da lan-gente à curva no 
ponto MM. 

b) pelo coeficiente angular  W 
da tan-gente a curva no 
ponto O. 

c) pelo coeficiente angular 
da rela OM 

d) pela área A da figura 


; V 
e) pelo quociente — 


104) — [FCCHAGAS-SP) No gráfico 
ao lado está representada a posição 
(d) de um corpo em função do 
tempo(l]). Em que instantes a 
velocidade deste carpo é nula? 


A 

b) Get, 

O tel, 

d) O t,et, 
O L.ltel, 


VARIAÇÃO DAS FUNÇÕES. MÁXIMOS E MÍNIMOS. 


105) UUiZ DE FORA-MG) À função Y = x) -3x tem ponto de minimo relativo 
para x igual a 


aj0 b) 1 c)- 1 d) 3 E 
ei E 


x 2 : 
106) (F.FRANCISCANAS-SP) Na função f(x)= uid id onde o demínio é 
RR 
Z, l q—1 
o parto 31º 


a) ponto de máximo c) ponto de inflexão ejnr.a. 
b) ponta de minimo d) não é ponto critico 


4D5 


107) (PUC-SP; O ponto de máximo da tunção y=3x*-25x -60x-1 no 


imervalo >. 3 é 


a) x =D b) x, =-1 c)x,=2 d) x, = e) x, *-Z 


w? 


+ 1 sã 
1081 (PUC-SP) A função y=— r (x = =2) tem um ponto de máximo pata x 
x — 


igual a 


a) 1 b) 2 c)— 1 dJo e)- 2 


165) (MACKENZIE-SP) O maior valor que y pode assumir na igualdade 


x+2 


PO quo PANE 


y 
a) 1/2 bj 1/3 c) 1/4 d) 1/4 e) 1/6 


110) (IMACKENZIE-SP) O valor maximo de 
yv=2senx+cos2x DsSx<x/2 
e 
ajJ1,5 bjZ c)j2,5 dj3 e) o 
111) (U.F.JUIZ DE FORA-MG) Uma função real de variável real y, cuja 


1 
derivada primeira é y'= = para todo x O, possui a propriedade 


d) v é sempre decrescente. 
E) y & decrescente se x > O e decres- 
cente sex <D. 


a) v tem valor máximo para x= 1, 
b) y lem valor minimo para x = 1. 
c) y é sempre crescente. 

Ta) (UFMG) Sabenda-se que f(x)=ax'+3bx possui um máximo local 
frelativo) no ponto x = 1, quala afirmativa CERTA? 


aja>0€et>0 cja<0e3a+b=)D ejaxDea+rb=d 
bja<Dbebc<o dja>Dea+b=o0 
E ops 
113) (UC MG) Se id E tem um valór minimo em x = 2, então o 


valor de à é 


a) 1 b) 3 c) & a) 3 E) 12 


4DE 


1t4) | (FUVEST-SP) Sendo b e c reais. a função f, definida por 
f(x)=x*-bx) +c, 


tem um ou dois pontos de minimo(ver figura). Terá dois pontos de minimo se e 
somente se 


ajb'-4c>0 b)bl-4c>0 c)b<0O dj) c<o e) bc <0 


| 


| 
f 
f 


4 


115) (MACKENZIE-SP) O gráfico da função f dada por f(x) = 4x-x2-4 


é, 


aproximadamente 


: 


116) — (ITA-SP) Seja f(x) = e! onde xeR e E é o conjunto de números 


reais. Um subconjunto D de R tal que f:D» R é uma função injetora é 


aD=(xeRix>z2ex<-2] d)D=IxeR:-2<x<2) 
b)D=/(xeR:x>20ux<-2) e)D=(xeR:x22) 
c)D=R 


117) (PUC-SP) A altura do cilindro circular reto de volume V máximo, que pode 
ser inscrito em uma esfera da rato R é 


R R 2R 3R 2R 
A RSA dis e 
” V2 a J3 Ec v2 E J3 
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118) (FGV -SP) Uma parede de tijolos será usada como um dos lados de um 
curral retangular. Para os outros lados iremos usar 400 metros de tela de 


arame, de modo a produzir a área maxima. Então, 0 quociente do maior lado 
pelo menor lado do retângulo é igual a: 
aj1 b) 2 e) 3 d) 2.5 8) 1,5 
119) (PUC-SP) O ponto de inflexão do gráfico de 
tQd)=W-3x+4x-12 
& 
a) (1,10) b) (2; 10) c) (1; 20) 0) (—1;=10) e) (2,-10) 


QUESTÕES DISCURSIVAS 


120) (MAPOFEI-SP) Dada a função f(x)=x)-2x-3, definida para x 2 ds 


obter a expressão de sua função inversa e fazer o gráfico de ambas. 


CC (xehf=x 
121) —(FEI-SP) Calcular E A 


122) (FATAJUBÁ-MG) Achar 


lim fsenx + sen'x+sen'x dia) 
" E, 


. 


2 


123) (EE LMAUÁ-SP) Calcule o lim X+3vx 
ceu fx + 2x 


124) (FEI-SP) Calcular o limite: 
Jim [log (x + 1) -logx] 


125) (EEMALÁ-SP) Dada a função f(x)j= "2 Erà para que valores 
Xx-—a 
reais de x existe f(x)? Determine lim f(x) 


126) (E. E MAUA-SP) Calcule n im = para: 
Loh gt ; á 


ajk = O bjk=0 
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12?) | (E EMAUÁ-SP) Dada a função 


09) = senx- sena 
YE E 
Determine o lim É (x). 

as 


128) (FEI-SP) Achar a declividade da reta tangente à curva y = x? no panto de 
coordenadas(-2: 4) 


129) (FITAJUBÁ-MG) Determine k na parábola y= 2x) +kx+3, de medo que 


a reta langenle no ponto de abscissa x = 2 seja paralela an segmento AB de 
exiremos A(8, 7) e B(2; —5), 


130)  (FUVEST-SP) É dada a parábola de equação y = (x+ 1)ix+a- 1], nez. 
Sejam res as relas tangentes à parábola nos pontos onde ela encontra O eixo 


dos x. Determine « de mado que r seja perpendicular a s. 


131) — (IME-RJ] Dada a função f:R —» R, definida por 
11 
fix)j=— -—, se x«<0 
()=5—4 
f(x)=1, se x=0 


determine os valores de m para os quais O gráfico de f admite tangente paralela 
à reta de equação y = mx. 


132) [MAPOFEI-SP) Para cada número real k, considere a curva de equação 
y=kx+(3-2kjx+k 


Frove que todas elas passam por um ponto fixo A e que são tangentes em À a 
uma rela fixa. 


133) (EE MAUA-SP) Determine os valores de x que anulam a derivada de 
t(x)=x—sen'x 


134] —(FEI-SP) Dada f(x)= Jx-1 verifique se a função é derivável no ponto 
Xx=1. Justifique. 
135)  (FITAJUBÁ-MG) Obtenha a derivada da função 


y = arc sen (cos x) 
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136) (FEI-SP) O gráfico do espaço de 
um móvel em função do tempo é 


representado por um quarto 
circunferência, 
Determine o instante em que 


velocidade escalar do móvel é igual a 


im/s. 


conforme a figura. 


s(m) 


1 


137) (FUVEST-SP) Calcule as eventuais raizes, pontos de máximo e minimo 
da função f dada por f(x) = x— x . Esboce o gráfico dessa função. 


138) (FUVEST-SP) O polinômio P(x) de grau k > O tem mínimo relativo para 
x=0. Q(x) é um monômio de grau r > k. Mostre que P(x) + Q(x) tem minimo 


relativo para x=0. 


139) (FEI-SP) Dado o retângulo ao 
lado de perimetro 16m, calcular ae b, 
para que a área do triângulo ABC 
seja máxima. 


140) (EEMAUÁ-SP) O triângulo ABC 
é retângulo em C e seus catetos 
medem a e b. Determine x = CM de 
modo que o retângulo CMNP, inscrito 
nesse triângulo, tenha área máxima. 


141) (E .E.MAUÁ-SP) Na figura, 
calcule o máximo da área do triângulo 
isósceles OAB (OB = AB) que se pode 
obter com a base AO no eixo x e O 
vértice B no 1.º quadrante e sobre a 
reta r cuja equação é 4x +3y = 12. 


142) (U.F.-MG) Calcule as coorde- 
nadas do ponto Q(x; y) de modo que o 
retângulo MNPQ, inscrito no 
semicirculo de centro O e raio R, 
tenha área máxima. 
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B N 
P 
c 
M a 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Capitulo 1 
1.9) a) 4 b) 43-42 o) Ke? dy Kº 


tiD)Deve-seter 2 -5x+58>0,istoé xs 20UXx273. 


tn vejaao (1 se x 21 
=X+1 se x51 
112) att 5) D) (4; -2) c) (-a: 2) 
õ,1 
a (55 o) 
22 8 410 
1.13) a) q excl b)x<-20uxz>6 q x<5 


1.14) O primeiro membro pode ser escrito: 


E bol ev life] y]] 
xy x—Y | x y] 
x>D e y>0: a A 
19) xy>0 RR + ES 
x<0 e y<lO Embora os 
Xx-y | x Vo 
2º) xy < D. Neste caso temos que |x- yl=|x|+[y| 


Fo 


E 2% edelyl [ley =xly O, xy [ey ey [oo 
xy x—y xy xy(X— 4) 
a fe fia AS AND 
xytx = y) 


ug ope rato sato ms >0 co (ucra ou x>a) 
â> 


ES E dao [ad 


y Po 6 NR 


bipel= def = (be =(7) =Ixf 


1.16) a) 
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1.17) Teorema 1,n=1: [a |s)a,| 


Teorema 2. 
Hipótese: ja+ra,+.. +aj<ja|+la.[+..+a,| 


Tese: ja, +a,+..+a +a j<la|+a.|+.+a+|a.| 


Sejam a,+a,+...+a -A e [a |+]a,l+.. +|a,]=B. Pela hipótese, temos 


jAl<EB. Então, 


jaj+a, +... +a,+a j=lA+a,, |£ | Al+[a,|S 


Prap usa ular 


sB+la|=Jajra|+..+ladeaçs|. 
118) [x y)-Ba vo)l=|e-xo)-(y-yo)[s]x-x [+[y-yul<5+5=0 


1.19) Se x>0:|x|=x emáx fx =) =x logo |x|= máx (x —. 


Se xz0:|x|=-x emáx (x; =x) = —, logo [x] = máx Ex; =x). 


1.20) [xº- 2x +1)<|x*|e[2x]+1=[0"]+ 2/x]+1 
Ds[x[=3 


Se -2<x<3, entao u[í<27 
2|x|=6 


Assim, |x* -2x+1]<2746+1=34 M=34 


1:21) Misto tel =4(a”+b?+ab)-1 
| t(a)=t(b) 

| a—b 
Assim, |f(a)-f(b)|<49.[a-b|. 


s[4a" |+]4b” [+] 4ab[+1<16+16+15+1=49 


Capítulo 2 
2.6) aj[-1,1[ bj |-3 | cj 8 d) |-1 5 
d j al ; 


Lt) ao a b)]1;5) cj o 0)(1;3)] ejJ-c0o;10] fif(2;a) (2:b) 
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2818» Pi-dlo ES ve] 


b)Sea<x0:S-9 
Se az21:S-=)-; +o/=R 


Se Ocactis- | — E) 
a 


2.9) 6= 


En; +09 
h a 
a! 
2 


210) Os pontos-1 <a <1,a + O possuem uma vizinhança contida em A; o ponta 
zera possui uma vizinhança reduzida contida em A. 


Capitulo 3 
35)a) 14 b) 50 c) 2 d) 11 e) 3 +2 
3.6 ' d) Eua ) 5,8 
6)a) 4 b)-8 3 31 e)o, 
9 q sets- 3 ou ta 3 
le se-v3 <t< J3 
37)a) )-=;-2)U)2 +00 e) |2 + 
b) |-o; -2JU[2 + of d) [2: + 
3.8) a) (-1,1) b) Rº co) Rº d)J-1:1 
3.9) a) (1) b) 5) 
2 
3.10) a) 2 3.11) -6 
3.12) a) (-5; 5) d)xe(0;4) 
b) [-2; 3] e) [-4; -=3]u(-2; 2]U[3; 5] 
c)xe(-4,-3; 2, 2:3) 
3.17)a) tt +1 c) x) +4x+5  e)x+2hx+h"+1 9) x+1,(x>0) 
testes a) + 0241 h) 9x 41 
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3.18)a) -2x-5, R b) Jx+2+V2-x,[-2:2] 0) Yx+2 4x3 [342] 


Ra : dxr2-V2cx [22] fez -3 [Rr 

“+ 20% = 4KTZ - 4k=3:[3: + 

Ea EEE) PAZ Ja, ro| 
Pre gd aa 


3.19) a) 2x+1, R 
2x+2,R 


à R-[-20) 


3.20) sugestão: escreva 


flxen)-f(x)  Jx+h=vx 
h iá h 


e multiplique o numerador e o denominador por Jx+h + x. 


3.21) a) 0:8;-1; 12 
[-2x, se x<1/2 


[-2x, se x<1 
b) gifíx)l= fl = 
* LR )) l 2x se x>1 [9(9] | 2x, se x> 42 
à ã 
bai 3.23)bc+d=ad+b 3.24) 
+ 


3.25) a) C(0)= 1, S(0)=0, T(0)= 0 
5 4 4 
C 1 =— = — = — 


b) [ct -[s(x)] ==(3º Pi -+(3" <i8E)" = 
= =(3” +2+ 3) -<(3% = 2a 3) = 


ã (97 =1-| SC9T ., [st)f [ecgf-fsof. 
PARE E] [etor [ct] Ei 


3.26) a) impar b) não se classifica c) par d) impar 


414 


3.27) b) 


3.32) f(x) -f(x,) = (x? +1)-(x5 +1) =xiexi=(0-x,)(x,+x,) 
X€%, 


nd e) teclas) Quo t(x,)<f(x,). 


3.33) Sugestão: Observe que 


hlx)-h(o)= (f(x) + 9(x)-(f(x,)+ 9(x,)) = [t00)-f(x,)] + [9(x,)-9(%,)) 


euseofato de fe g serem não-  Rcrosrontos 


3.34) sim 3.35) não 
336)2) 1/5). 
36)a) fl= ==. f(3)=1,1(-2) = b) x é qualquer número par. 
RO à 
342)a)H(-2)=-1 f(2)=1 b) &' c) 
3.43) a) q b) D(9) = [-1:1) KB = [1,2] 


3.44)m=-— 


3.45) » 4 
F; XE 
1 


3.46) a) Em f(x, -x,)=f(x,)+(x,). fazendo x, o vem = (5 -)e +t(x,) e 
daí gisscig 
Também (E) te Dto =) tt) f(x) 


&s 


69458) (0) =f(55 5) f(1)=0 
2.º) D,=]-1:1[ 


3.º) q é impar. 


nd 1 
3.52) Sp; o gráfico de o 


sofre uma translação "para baixo”, de 
1. 
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y 
Gemasaaconne—--funscanscana o À 
dg 3 Ed a: 
Eu é 
O da do 
di AL” qo do x 
Es Ea 
E A 
“y=x a Y==X 
3.55) [5: +eal 
3,56) à) b) 


360) [ye R|y<-5 ou y21) 3.51) R[Ermnkez) 
262) 1 4) - SENÍDO csenx. SerX .e(3) 


383) Acttkato 


3.64) a! 0 gráfico de y = sen x sofre uma translação para cima”, de 2. 
ireita” E 
bjo gráfico de y = cos x sofre uma translação “para a direita, de q: 


c) periodo = 1 


3.65) a) periodo = x 


jsenx>0:f(x)=1 


[senx<0:f(x)=—1 


C) 


Pa 


cosxsD:f(x]=0 


3.66) FUROS RES (x) -Jº =1) 


4.87) 1º. Rs > RS fit - SRA 
iz 2 2x—1 


368; (a=1eb=0) ou ta=-1€b qualquer). 
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3a RR Px)=-Ixs 2 
Es 
bjx: x 
3.74) E 3.77) 
* Pa 
3.78) [-8,-4] 
o A-T 
O Re FA Ei 
/ 
terno -n 
Capítulo 4 


413)Dado « > 0. seja =". Se 0<|x-4|<5, então 
|f(x)-5|=|(3x-7)-5|=3|x-4|<33 ==. 

4.14) Dado c>0, seja =>. Se O<|x-2|<&, então 
|f(x)-5|=|(2x+3)-5]=2]x-2]<28=€ 


415) Dado e>0, seja à=c. Se 0<|x-5|<ô, então 


[t0)-(-3))=|(2-»)-(-3)]=|5-x|=|x-5]|<d= 


4.16) Dado ;>0 seja 5 = ! 


lt(x)-1|=|(1-2x)-1]=2]x]<28 = 


Se D<|x-0Oj<5, então 


4.17)Dada = »0, seja à=min/f,c).Se D<|x-1|<á, então 


Ec 
1.º) 0<|x-1]<1, donde x + 2. Assim, > 5 =X+2 
2)0<|x-Í|<e 


x 
Portanto, |t(x)- 3|-| e 


S-al=|e+2- 3afe-tl ss 
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4.18) Dado ;>0, seja =e. Se 0<«|x-1|<5, então 


Ref A 
a -2|=|(ren-2[=|xt]cõ=e 


|f(x)-2]= 


4.195) Dado c> O seja 6=r.8e d<|x-2|<5, então 


z 
x 2 a|=|tren-a]=|x-2]c8-e 
x 


|t(x)-3] = E 


420)Dado c>O,seja 5=s. Se D<|x-3/<5, então 


= - 
4x-x Eai 


SER =|[1-x)+2)=[x-3]<õ=e 


|fe)-(-2)]- 


f 
4.21) Dado c>0 seja 8 =mint, EL. Se 0 <|[x—1] <ô, então 
l 


1.) O<|x-1|<1, donde |x+1[<3 
2.º) O<|x-1|<5 donde [x—1]-3<c. 
Assim, |x—1L |x+1[<= 
pê-t|<e 
[be +2)-3|<s 
e então |t()—1f< 
4.22) Dado e» 0 seja 8=Ve. Be 0<|x-0[<&, então 


[rog-1]=](1-58)=t]=[]=|x["<8 =: 
4.23) Dado => 0, seja =min/1. É). Se 0 <|x-1|<5, então 
! 


1º) O<|x-1|<1. donde [x-2|<2 

2.º) 0<|x-1|<5, donde |x-1|-Z2<e. 

Assim, |x-1|-[x-2|<+. Temos então 
|t(x)-0|=|xº-3x+2|=|x-1] |x-2]<e 
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4.24) Dado e > 0 , seja =minit. E Se 0<|x-0|<ô, então 


1.º) 0<[x-0|<1, donde |x-1|<2 
2.º) 0<|x-0| <=, donde |x|-2<ec e daí 
|x| |x-1|<e 


Assim, [tt)=1]=|x=x|=|x]-|x-1|<s . Temos então 
4.25) Dado « > 0, seja Bemnlã so» Se 0<|x-2|<ô, então 


1 E! 
1.9) D<jx-2|<5. donde Ed 


2.9) D<|x-2|< , donde |e-2|<É-5 e então |x-2|<5 


5 
x-1 


S|x-2| 


Assim, |f(x)-5|= [E 


<E. 


Se 
| 


4.26) Dado « > 0 , seja a E) se 0<|x-2|<ô, então 


| 


12) 0<|x-2|]<1, donde pxl>1 


28) 0<|x-2]< 5, donde |x-2|<S x] 


Assim, |ig-2]-[5-2|- 2|x-2|. 


[x] 


4.27) Dado «> 0, seja à = minto e. Se 0<|x-2|<ô5, então 


1) 0<|x-2] <5, donde pe 1l>5 


E 

pa 1| 

Assim, |f(x)-5]= X+S plo ds Bol am 2| <E. 
x--1 x- = |x- fes) 


[x] 
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428) Dado c>0, seja s=mind5. + Se D<|x-1|<5, então 


, ; 
1.º) 0 <|x-1| <>, donde ef>5 
2.8 0<|x-1|<5 . donde Jx-1]<e-|x| 


Assim, [f(x)-1/= ds. 


( 
429) Dado £ >0 . seja 5=mini?. a .Se 0 <| x—(-1)| < à, então 


|? 


1.º) O<|x+t|<1, donde -2<x<0, Dal vem quel<x|<4 e De-Kc<2, 
donde [x -x+1[<7 


Es) 0 <|x+1]<>. donde lx+1|.7 <e e então 
[x+1] Je-x+tj<s 
Assim, [f0)-2]=|(1-")-2/=[pe +1i]=]x+1]-[xt-x+1|<e, 
4.30) Dado E>0, seja 5=mint3, 35). Se O<lx-4|<a, então 


18) D<|x-4|<3, donde I<x<7. Dai vem x >1, ou seja, Jx+2 >3 


2.9) O<|x—-4|<3:, donde |x-4[<e (Vx+2) 


Assim, |tto-2]=|x-2|= + Ecras 


4,31) 


1º Se lim f(x]=L, então dado e >0, existe à>0 tal que se D<elx-x]<ã 


. então |f(x)-L|<+. o que significa também que |[f(x)-L]-0| <=, isto 
ê. lim [1O)-L]=0, 

2.º) Se im[rt)-L]=o, então dado c>0, existe &>0 tal que se 
O<|x-xf<5, então tog)-L]-o[<=. isto é. |tix)-L)<e, o que 


significa que lim f(x)=E, 
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4.32) Como lim f(x)=L, então dado € > 0, existe à, > O tal que se 
EE, 
D<|x-x]<ã, 


então [Hx <t. Mas, pela desigualdade triangular, 
[bo]-=|Lisjtteo-L|<= 
e então 
| E (x) | <«e+]l| 


E 


e+]L| 


Coma im h(x)=0, dado E'= >0, existe 5,>0 tal que, se 
1a 


. : . E 
0<|x-x]|<5,, então |h(x)-O|<É' e então Llviideo js, 


Assim, dado c > 0, tomemos 8 =min(3,,5,) Se O<|x-xj<d, tem-se 


[t(x) nf) 0]=| f(x) |húx | <(e+|L])- a isto é, lim f(x)h(x)=0. 


4.33) Coma t é limitada, existe um número M > O tal que |f(x)|sM para todo x de 
seu domínio. 


Como lim g(x)=0, dado :>0, em correspondência ao número q? 0 
1 
t 
existe 8>0 talque se O<|x-x|<8, então |st)-0]<g isto é, | 9(x)] RS É 
: £ 
Ass, [13 ate) =] =|F69] Jog] <M-g =». 


4.34) Reveja a demonstração do teorema da conservação do sinal (exerc. 4.12) 


L : : x 
Ali ficou provado que dado e = existe 5>0 talque se 0O<|x-x]<à, então 


Oca<gta)<S (para L >0) 


Du 


& cg)<z<0 (para L<0) 


L 3L 
Em ambos os casos. o «tl <| a(x)| «E | logo tem-se M sa e no LE - 
assim 


O<M <[9(x)|<N 
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Capítulo 5 
5 9) Dado :>0, seja ie se 0<|x-2|<5, então 

[fbo-f(2)|=|(3x+2)-8|=|3x-6]=3]x-2]<38 == 
5.10) Dado s>0, 8=+. Se O <|x-D|<&, então 

[ro -t(0)|=|(1-2x)-1j=2|x|<28=: 
5.11) Dado e>0 seja 5-=. Se 0<«|x-(-1)|<5, então 
Lrtx)= (=Df=|-x-1]=|x+1]<ã=: 
5.12) Dado > 0. seja =. Se O<|x-x,|<ô. então 
|rix)-t(xo)|=|3x-3x,|=3]x-xo|<35=€ 

5.13) Dado c>0, seja 8=minfe[2-x,|). Se 0<|x-x,|<8, então 


1.º) 0<|x-x,|<] 2-%,| | Oque garante que X=7 


2.º) Q<|x-x,|<E. donde (sendo xz2e x, =2) 


jrt-so)|-[E=5-8=Slujmeem)-uem]-Ix-mpes 


5.14) Dado > 0, seja 8=minfelt=-x,]). Se O<|x-x|<a, então 


1.9) 0 <|x-x,|<]1-x], o que garante que x £ 1 


ta O<jx-x,|<e, donde (sendo x=1e x, <1) 


2 
x = x — 


10 9-6o+nf- x-xaj<s 


[f6)-tbç)|= 


3.15) Dado «> 0, seja 5= uol 5 Se 0<|x-2|<5, então 
a i 1 
19) 0<|x-2|<>. oque garante que |x-1]>> 
2. O<|x-x|<>, donde |x-2]<e |x-1] 


424 


|x-2| 


[x=1] 


assim, [tg -+(29]= [55 <e 


2 
— ix, = 1 
5.16) Seja x, > 1, Dado « >» O tomemos 6 min (la? slot 


2 


Se D<jx-x,|<8, então 


Xg=1 


193 0<|x-x, |< 


-—1 
Xg— Ae tengo E 


- 1 3(x,-1 
0 «Mao! cg or Sb) 


E então |x-1]> = 


2.º) Def, |e Ft donde 


|x-x5 |<e [x-1) (x, —1) 
Assim 


|) t(x5)]- 


1 1 |x-x| 
—— e — o | ———————— & tt. 
x-1 x,-1) |x-1)-|x,-1] 


5.17) 9) f(x)-t(2)= [5x] 2x 15) -1=5x? -2x—18=(5x+8)(x—2) 
3 17 o 
b) Se [e-zjei, tem-se -Sexzei, donde = e então 
17 
|x|<—. Temos ainda 3< 5x <17, donde 11<5x+8<25, logo [5x+8]<25. 
a] 


Ássim, para xx 2 tem-se 
|fto)-f(2)|=|5x+8|-|x-2]<25 -|x-2] 
Como, para x=2 , tem-se 


[fo)-f(2)|=25|x-2/-0 
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Podermos escrever 


c) Dado c >), seja d= min (E, 


[f(x)-t(2 


8 


— e, 
25) 


€£ 


)|s2s|x-2| 
] 


1.º) 0<|x-2|<, donde |t(x)-t(2)]<25|x-2] 


2.º) 0 <|x-2|< =. donde |to)-t(2)]<25 =: 


Capitulo 6 
6.20)a)-13 
B.21)a)D 
6.22)aj0 
bj 18 
1 
6.23) 12 


1 
Ê k=-— 
6.25) E = 


cj 14 


c)4 


e) 


enjmy co] a 


f 


6.24)8)1 


dj 1 e) É 
) 4 
a É e) 12 
da 
92 7% 
11 ; 
rr D3 


A.2b)a=B b=12. 


6.27) fix)= (x + 1)(x-2)(3x- 4). 


5.32) a) “40 


b) 3 


3.33) 4 


6.37) astusançss 
4 


6.39) a) 2x, 


68.40/)2a)3+2a+b 


bja+a 
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3 3 

5 35 

4 

d) 1 D5 
6.34) as be É 
b) 3xi e) RA 
2V Xp 


8.38) (EE) 
ls 

o Raso | e) - 
Xo 


se D<|x-2|<ô, então 


g) = 


3 
1) 
3 


c)-3 


K) 2 


n 2742 


8 


8.36) 3+2a +b 


Capitulo 7 


15) 1.93 
26) 19)n-4 
17 1491 
78) 195 
79) 1.91 
710) 132n-1 
710) 14,9-1 
do) ei 
743) 4-4 
744) 1,903 
TAS) 1.9-5 
746) 1.910 
74H) 1-4 
74B) 1.9)-5 
749) 1.903 


3 
720) 4) -L 

) ) 3 
721) 4%a=-2 


122) 14Ym=1 
7.23) aja=3 


?24) a)f é continua no ponto x, = O 


2.) -2 
em 
Pia A 
24rB 
Ri a 
E) 2 
291 
Ei 
2.º) 4 
Ed Ph 
215 
oa Ba 
2.) & 
PA Es 
Pia 


a 
as 
2º%)a=-3 


2º;m=0 
bjazi 


3.º) não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 
4.º) não existe 
3.') não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 
3.º) não existe 


5.") não existe 


É) não existe 


b)f é continua à direita do ponto x, =1 


7.25) Fé continua no ponto x, =O 


Capitulo 8 


8.9) +00 
8.13] -»o 
8.17) -va 
8.21) +m 
8.25) —m 
8.29) -m 
8.33) =co 
8.54) a) =co 
8.58) a) +00 
8.58) a) +00 
8.60) aj 0 
8.62) a) +mo 


Bá 
8.64) a) FE 
8.66) a) 8 
2.68) a) 16 


8.70) a) 1 
8.72) a) O 


8.10) +05 
814) +00 
8.18) —co 
B.22) +cú 
8.25) —mo 
8.30) co 
8.34) + 


8.11) +co 
8.15) +ca 
8,189) —0o 
8.23) +00 
8.27) = 
8.31) -co 
8.35) —ca 
5.55) a) +» 
B.5rfiaj+em 
8.59) a) +m 
B.55) a) 1 
8.63) al O 


8.55) a) 0 
8.67) a) 72 
8.69) a) É 


9 
871)9)2 
873)a) 0 


d) não 
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1 
8 74)a) 2 b) +00 A75)aji b) 1 
8.75)2)0 bj O BrPjaj+e bja 
1 
8. 78)a) 2 bj —va a 79)ajb bjO 
8 90)a) O b) O ag1a)2 bj D 
6.52) aj +ea bj) +00 8.33/a)0 bj À 
A.84) a) 1 bj à 
685)az=1,b=0 887)a=49 
8.86) a) 1 a88)a=0,b=1,c=-2,9=1 
Capítulo 9 
1 1 4 8 
6) — Era E é — E 10) > 
9.5) 3 2.6) 5 3.113 2.8) 5 9.0)5 g 03 
| 1 G1izZ)2 9.13) É s.14) À 8.15) a 9.181)1 
11) 42) 135 E 3 
1 1 — 
917) 4 919) 6/2 9.20) > 8.21) 8 8.22) v'2 
g.23)4 9.25) 3 9.28) 2 9.271 
9.28) 2 9.30/0 8.31) — 9,32) 1 9.33) 1 
= 1 
9.34) -43 2.41) 25 9.42) 5 
9.43)1 944)2 9.45) : 
9.46) - 9474 9.48) +0a 
9.49)0 9.503 0 9.51) +09 
1 
9.52) > 9.53) 27 9.54) 128 
8.55) & 956) 1 q.57) Bd 
9.58) 8 9.59) 64 9.80) 25 
9,51) 42 2.52) 1 9.53) 4 
9.64) 16 2.65) 2 4.65) 8 
9.67) 0 9.68) +co 9.59) 1 
970)0 9.71) +00 
are)? S.r7)-3 S.78)0 
9.79) +04 8.80) —co 9,81) —o 
8.82) +00 9.831 9.84) 0 
9.854 —1 9.86) 5 9.87) 0 
1 
9.88) E 9.89) +09 9,90) —09 
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9.91) + 9.92) +co 9.93) —oo 


| 1 
9.103) — 9.104) — 9.105) e? 
ve e 
9106) eº 9.107) e! 9.108) Ye? 
1 
9.109) Ye 9.110) = 9.111) €º 
e 
2 311393 + 114) À 
9112) e . Br ER 
aa 
9.115) e? 9.116) eº 9.117) Ve” 
9.118) e 9.119) Ye? 9.120) eº 
9.121)e 9.122)2 Ina 9.123)-1 
9.124) 1 9.125) 10 log e 9.126) 1 
9.127) 1 9.128) 1 9.129)0 
1 
9.130) 1 9.131) 2 9.132) 1 
9.133) -1 9.134) 1 
Capitulo 10 
10.13) a) =7 b)y=-7x-—4 
10.14) f'(a)= 3324 2a 
1 e faso f) a 
1D.15)a)6 b) 5 c)1 d)-1 2VÃO > 
10.16) a) 2 
b) -1 
c)y=2x-—1 
d)y =-x+2 
10.17) a) 2 
b) não existe 
10.18) a) não existe b)x=2 
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Capitulo 11 


TN 


14. 


11. 


14 


11. 


11. 


11 


LE 


ho 


dande 


1 3 
14) y Ed 


11a) f'(x)=0 
bj f(x) = 5xº 
e) f'(x)=1 


=3 
d) F'(x) “a 


1 
e) dc assis 
f) PO)= 5 


al 


9) Pl)= 


12)a) f(x)=12x)-12x-7 


hj f'(x) = 35x 
i) f'(x)= 4cosx 


—24 
prO)=— 


k) P()=- 


Dott(x) = e 


m) f'(x) = RETA 


b) f(x) = 6x) +2cosx+ 3sen x 


3 
o Ft)= x +2yº -Iys2eosx 
PA Rr] = 


13) y = 32x— 48 
= 
15) (2,8) e (-2; -8) 


16) y=-2/3x+ +d 


2./3m 
3 


Vy=s 


1828) f(x) =| 4 | 


3x*, para x>0 
b) enje! Re 
|-3x |, para x<0 


1.19) À equação da retat é 


4 para x>3 
E (4) =| 
E) ( ) (—1, para x<3 


o) F(x)=[2x-6) 


y-senaz=cosa ix—a) 


Camo a reta passa pela origem , temas: 
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— sena=cosa(-a) 


a=tga 


1120]5=40;n), paran> 1 
S=(ikparan= í 


Mn fixg)=0+2x+3 ou fix)s—oê-2x-3 


11.22)b=2 B co] 


1N23ja= -Subel e cS4 


1124)g(2)=5 e g(3=13 


11.27) f'(x)= (2x)senx+ xº cos x 


b) f(x) =(5xº) - (senx)(cosx) + é (cos? x) =x (sen?x) 


c) f(x) = 


(x? + 3 
-Bx-—A 


e) f'jx]= 
PR (3x2 + 5x) 


à Plx)= -3x sd E * -2x-3 
(4x) (x—1) 

9) F(x)= sec" x + cossec" X 

h) F'(x) = sec xtgx-— cossec x 

) P(x)=3x2tgx+ xº sec? x 


Dj P(x)=2x+7secxtgx 


11.28) p End) 
' a AR 


1131) F(x)=4".Iná 
b) F'(x)=e” 


c) f'(x)= 3", 2In3 
d) f(x) = 40 -In2 2% 


e) t()== 


5 EO)=> 


Bx(cosx) + 3xº (senx) 
cos” x 
4 k Be. 
a) 1) = * +2x +8x—3 


11.29) y' = 


hn fig)=——5 


2x COSX-— SENK 


2xvx 
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1 


md 


52) a) Fx) = 4*. Iná senx+4*. cosx 
l 2” (In2 - cosx+ senx 
h) pias Sine esa rasen, 
cos“ x 
e) f(x) = 5x? (3senxInx+ xcosxinx+ senx) 
11.34)a) ['(x) = 6xº + 20x) - 6x? 


b) f'(x)=15x]- 21x) +6x—1 


11.35) f'(x)= [214º + 5 )senx +(3x' —10x)cos x 


11.36) a) '(x)= 4x) - 6x) +10x-2 q) 1! (x)= 24 
by f(x) = 12x] —-12x+10 e) g'(x) = 3cosx- senx 
e) f"(x)= 24x— 12 f) q?! (x)=-3senx-cosx 
11.37) 0 
Capitulo 12 
nestas 6 2005 X 
[5 ã p as 
a) f(x)=4sen'x-cosx e) f'(x)= —allog *) 9) PO) = sen"x 
i 3 a 2CosX 
b) f'(x)=-—4cosº x - senx PE asa a T'ix] = qa 
9 16)==(Inx) hp É (o) Ena 
c) Fo) = 800 (24 45) d) t'(x) = 2senx * COS X tais - 
23x +5) 
'fx)= Sy'. 5 2x 
12.16) 3) f'(x)= 5x" - cosx n) FOo)= 
(x2 +1)-In2 
by f'(x)=-15xº senx” ) f(x)=3e” 
c) f(x) = 4x secê xá P O) = 3X. e” 
d) f'(x) = [15x* + 2x)cos[5x +32) k) f'Íx) E: (6x+1) ; e? 
e) f(x) = —(cosx)- sen(senx) D f(x) =2x(In4) 4” 
ita? m) f(x) = (In2)(cos x) - 25º"* 
x 
É coa er 
3x2 + 5x n) f e 


, ê 1 
o) f oo . cos 7 
4a? 


2.172) F(x)= 10x (sent?) - cos x 9 E'(x)= (In2)- (3x) (cos e ag 


b) H'(x) = 42xº (sen x) (cosx) o) Plx)= 3x? (cos x?) 


2 jsenx 
' 8 3 a. 5 
e) f aja (In?) h) (x) = E ed 
Sysenx 
a 10 4 nie 3 
Dt(x)=—— (logs) à) f)=5 cos(ini*) 
e) F'(x) = 3x2. en”, cos)? 
“as 3 12. 19)a)B ou -6 
1218) a) ie, = cos b) 12 ou —12 
x +41 Fido 
b) f(x) = 2(senx cosxjn + - sen?x 
c) F'(x] = -senx+ sen x cos? x 12.20) 56 


d) (x)=2(sec? x)(tgx) 4 Ge” 
12.21)a) f(x) = senxº 


e) F(x)= — - (senx? -2xºInx - cos"Ê) 
RENO b) f(x) = 3x2. cos! 
fº - elo E á 3x2 + 4 | 
Dn fixj=e" | 2xvx + X+— = 
a avx + dx, 


1 -4x*. sen x 
q) f(x) = 3x? sen —2c0s 12.22) a) -4x?- 5 | 
7 dl b) -dsenx: [cos x ] 
. -LOSX COSX 
h) f'ix pa 
ue sen'x sen'x 


e) +Bx'º 


à ad 

cosx + COS X 
12, D)= -senx -In(senx)+ 
2.24) a) f(x) = [senx) | sen ( | e 


b) f'(x)=x"-(1+Inx) 


É é 
nt e] 


e) (x) -É nx. xr 


a) Ftx)= (x? +17 


XCOSx 
SENX 


1) C(o)=(8enx) insana» 
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Es ETC RA ; prt n[o(0)] a 


2. ser x ] 
ai T BxX- [a | 


f PRE RR ER 12x* 6x cosx 
b) F(x)= fx +2) (x -1) (senda a mo 


ás 
f'ix)= sen -senxIn(senx Ped 
e) 06) = (sema | sonsin(õen + SOS 


o) E(xj=x"(t+lnx) 
VA a] 
e) E(x)=0 "-(2xlnx+x) 


p f')= a eaE SRR a 


— + 
senx lx x]-3 senx/ 


9) F6)= Tb): de E isa 


x-2 “2(x+2) x-1 


h) F'(x )- f(x) x) R$ pCosx 2] 
x senx x+1]) 


3, BK 1 Zeosx 
et =f prin Ser 
Cd, 5% SR Toe” ea 

-2xy 

t2.31)a) y'= 
Ra + 3y? 

2 

b) y'=— 
1=xy 

c) a 
sec? y - 

| 1 

d s—— 
e 8" -1 Cxey— 


12.32] 19x -13y -12=0 
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Capitulo 13 


133)! 13.4) À 13.5) 13.6) À 
e: er gar e, om 
A 5 -2* 

41- 25% Vi-e! 
-B -2 
b) Fx) ===> b) f'(x)=—— 
1-38x xx 1 
1 
see f'ixj=-———=——— 
A a epa 2(1+xº) Jarctax 
Er í n 1 
d) f'(x)= d) f'(g)=—=== 
| ba) 14 Be ê x(1-x) 
e) F(x)= 
14x 
: 2x+2 
fi) j ()=5=— 
Vie ez 
3 
9) f'(x)=3x*. arecas x— - a 
V1-xº 
hp 80)=— 
farctgx)[1+ E) 
Capítulo 14 
1 | 
14. — = EE 
6) a) TZ c)-2 e) E 8) a 
1 1 3 
as os di h) > 
b)-1 d) 2 f) E ) 7 
1 1 
14.7 -— ed, — 
Ja) 3 c) 12 B) 
1 
b -=— 2 
Jo d) 2 8 
14.8) a) —m E — e)D 
2 
bj -1 d) 1 9 E 
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1 
14.12)a) 1 c) 3 e)0 
b) 1 d) 1 f) co 
14.16) a) O b) q c) 1 d)0 
14.17) a) À b) 0 o) + d) —1 
12) 5 ) 2 
14.18)a)e! ce? e)1 9) e? ) 1 k) e 
b) 1 d) et f) 1 h) 1 i) e? )1 
14.21) a) 198 m/s c) 94m/s? 
b)v=4t"-61+61 d) a=122 -121 


14.22)a) v= -Ssen[ate 5) 
8 6 2) 


-5m? 


Emo mA 
b) a= cosj-t+=1 
30 “I6 2) 
3 2 
14.23) amis 14.25) 2400 xcm?/s 14.26) 4am?/s 
14.27) 27R 14.28) 10nm 14.29) 0,06 a 
x 
Capitulo 15 
15.2)a)2 e -2 


b) crescente em J-co; —2] e [2; +oo[ decrescente em [-2; 2] 


15.3) crescente em [0: 1] e [2; +o9[ 
Decrescente em J-co; 0) e [1; 2] 


15.4)-1<m<1 


15.13) a) 1 15.14) a) 3 
b) 1 b) não há 
c) c) 
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15.15) a) 0 15.16) a) não hã 
b)1e-1 
c) 


15.17) a) -1 15.18) a) não hã 
b) 1 b) não há 
c) c) 
y 


15.19) a) não há 15.20) a) nao há 
b) 2 b) não há 
c) c) 
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15.21) a) não há 15.22) a) não hã 
3 
b) não hã b) + 
« 


c) c) 


15.23) a) 1 15.24) à) 2 
D) —1 b) 6 


Cc) c) 


15.25) a) 0 15.26) a) 1 
b) não há b) não hã 
c) c) 
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8 
15.27)a) => 
y 


b) 0 
c) 


o E 
/ E 


15.29) a) não há 
b) 2 
c) 


15.31) máximo: —1 
minimo: -3 


15.33) a) 1 
15.34) a) 3 
15.35) a) 0 
15.36) a)-3 e 2 


1542)6€e 2 


15.45) a) Às 16 horas 


k 
15.46) 1 = q 
0=2rad 


15.28) a) 0 


b) 1 
c) 


15.30) a) 2 
b)3 
c) 


b) -2 
b) não há 
b)-1e1 
b)-2e3 
15.43) (2; 1) 15.44) À 10km de A 


b) 20/5km 
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15.47) é o quadrado de lado Br 15.48) Quadrado de lado ám 


15.45) x = 10Um e y = 200m 


15.50) «= 2 ey=RYZ 


15.51) pus Sa 
“* Iperimetro = SR 


15.52) x= y = RV2 
15.563) x=5 e y-5 


a 
15.54) Em 


base=15em 
15.55) 
altura = Blem 
nL 


pedaço do circulo: —— 
d+ 


pedaço do quadrado: ui 
d+m 


15.56) 2) 


b) Deve-se usar lodo arame para o circulo. 


raio da base = ain 


15.57) lamtura = 292R 
3 
32nRº 
volume = 
15.60) r=2m e h=4 
15.58) h= 2/38 2, 8 R di 
3 3 
” » 
1559) r= [É e h=2/6 15.61) re 2228 sede 
n n 3 3 
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Capitulo 16 


“! 
e Bjap re Bj) x'+2x-€ 
bh 1 k| 7 
ste ox s2xl rx-c 
ETR: 
c) Re E namo 
5 E 
5 
d)a'se h) “E + 3cosx +Inx 


15.7) 52; 248; 195 


3 EDER 1 
16.8) a) É a 0,866 b) V3 2 =0,152 dO1 q) so = 0,368 
18.9)2) 2 51333 by 4! = 0,458 
3 24 
18.10)a) 2x = 6,283 b) 2713 0,571 
18.11) a = 13(= 75") 16.12) 42 -1=0,414 16.13) 37,500 
x? ã 
Ee = =NiC 
16.182) > +0 a: 
o f) -——+€ 
do air: 
x 
E pie 0) -e +e 
vs 
d) +20 +áx+o h) Ze"? wc 
P q fer Y ka e! 
16,1 vdx=|(et =t 2 pis ATE e" re 
6.19) je dx Jte ) dx no ma ; 
16.20) ex) = senx- SÉ 
16.21) p(x)= 0" +3%+2 
16.22)a) 5senx+€ c) 2'+€ e) -sent+c 
3 
b) -3e! +€ a) costra n ZE st asx+o 
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5 E] 
18.23) 8) xs -2e08x+0 c) -et x] SE so 
to ção 
b) x = É s BR +U d) 3*=11:In|x|-5x+0 
4 


18. 24,3) | 


b) fcosn xdx = [a - ste +e dx = 


1 x 5 1 e -L 
ilfe ax+ [e ox|-S[e +C,-6 +0,|= 


e'-e* (Te; e" =p 


+C=senhx+e 


a SAB 5 
Lo 
Capitulo 17 
6 ua 
(3x—1) 2 +C 
17.10) a) iii f) in? 
b) = ci 9) *n|5x-1|+c 
18(-2x+3) 5 
[4 
c) cos(E-x)+e h) —In|-x+3|+c 
d) 3sen[5-E) rc i) Anj4x+3|+c 
13 4 
e) et sc in) <9%47 
j) E x+ |+6 
x 
(O o ARA Tao 
I 
17.13)a) LT E +C b) —In |*-3] +C 
|x+2] [3x —1] 
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17.14) x—In)2x +1|+c 


17.25) a) e” + 


b) senx] +c 


e 
12.15) Ed 


d) In[2x)-1]+c 
e) 2(€ +x) +C 


f Inj6x -5x+1]+c 


c +c 
3 
E] 
17.26) a) E b) In|senx|+c 
E 2 
17.27) 9) Iné x E b) In[lnx]+c 17.28) InÊsenx 
Ê 8 FR 3 
17.28) a) dd Db) =In)xº +1|+e c) ape 3 vc dy Ee a 
ê 6 
Pd eee “ FOR 
J(x=1)º to 1 ((2x+3) TDR: 
17.35) a) et fx 1)+e Cc) XSENX+COSX+G 
b) e“(3x-4)+c d) -(2x+ I)cosx+2senx+c 
17.37) 


a 
x 
17.36) fo 
Fo Ke 
17.39) x] senx + 2xcosx- 2senx 


Capitulo 1B 


18.1) a) —1 b) 


63 
16.2)2) — 
) 18 


etfx? -2x+2)+c 


e*(senx-cosx) 
17.38) > D+ 


2 
17.40) X, = e" NX, 
c)2 d) In 45 
d) In 2 2840  Iná 4 
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18.3) Seja p uma primitiva de f. 


a] Pelo teorema fundamental do Cálculo, temos 


Í “Fx =en(b)-«n(a) | “(9 dx = «p(c)- q(b) 


-" 


Logo 


b) [regdxe= lb o(a) = -(o(a)-o(b))=- | fix) dx 


18.4) E 18.6) 9r 
4 2 

r e r 

18.5) V=n) (VR =| dx=n | (1? -xº)dx= 

-f / - 
ao l a SA: 3 3 
= x A | = ai qn - a (E, popa 2á = CE 
Ei 3 3 Ego 
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RESPOSTAS DO EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


1.13 1.º) Dbserve que (va - b) > 0, desenvolva o quadrado, 
2%) (ab) 20 a2+bº -2ab>0sa2-bl >24b o 


a? + pp? 
ab 
3.) Observe que fa - b) + (b- e) +(c- a)” > 0, e desenvolva as quadrados. 


soa 2 Ss 
b a 


4) Da 2.º desigualdade acima: 


es g-s eps 


Dal (ia (Be De2)o(£otsE las 
b ca a cb/ia bc 
alirde Def ielecfeeliaçec)os 
lb ca a cb ao pre 
etc. 
5.º) À desigualdade permite escreve! 
a bp 


ato — 
aa, 1 
Da ão 


8.3) Ed saprog> a(p+a) > 


pr 


plt-a)>ao(t-a)=penq>á<a 
1.2) Compare x? e yº: daí: 
fab<0=5x>y 


lab>0>x=y 


445 


1.3) a) todos os elementos de É e também o número zero. 


b) zero 

c) Suponha que nuíra vizinhança V(a) o número de elementos de E é finitc; hã, 
então, aquele ponto cuja distância a a é menor: tome então uma vizinhança 
de a com raio menor que essa distância. Há, então, uma contradição, 


1.4)a)Faça as D:f(0)=0 
blfaça b=-a 
e) fa) = 1) + (1) 
3) = (2) + 1101) 
3) = 3) + 161) - € f(n)=nttty=nk 
Fn) =fin= 1) +11) 
Faça uma verificação da fórmula acima, usando INDUÇÃO. 


L5jb=0€eca= +1 


1.5) a)1-1;1 b) (D) 


To a ac? a tu + PR 
X —Xa (a -1)(b-—1) 


artsenx= um sengs=x 
1.8) Faça 
artcosx == cosfi=x 


E calcule sen(« +) = senccosf + senficosa 
1) Dado c>0,seja 5 min ft =). Se O <|x-1|<8. então 


1º) 0<|x-1|<1, donde [2x+3]<7 


2 0<|x-1] <=, donde |x=1]|-7 <c 


Assim, [x-1|-[2x+3)<s 
[2x2 +x-3| <E 
|[22+x-3)-6/<: 


e então |ft)-6|<c. 
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PR Re então 
2| 


1.2) Dado c>0, seja -minlá, E Se 0< 


1.3 0< sa a dondE [xls 
2| 4 4 
1] € E B]as 
2.) D<«lx-—|<—, donde ix-—le > -|x 
) go onde 
1 
X - 
Ássim, [f(x)- 2) = [1.2] | E <E 
X 


11.3) Dado €>0, seja à=s. se Q<|x—1|<ô, então 


ê 2 
[f(x)-5]|= Sex? =3-. x 2x+1 =3-|x-1|<38=2 
x=— Xx-1 


11.4) Dado £>0, seja 8=min E: S se 0 <|x-1|<à, então: 
l 
1 7 
ta 0<|x-1|<5, donde Lex <>, dai vem: 
"q 7 asa 


1 es 
dx>5 e então fetos 


Es 0<|x-1]<5, conde se E 


a 


6 
ê 
[x=1). PA ei! LR 
Assim, |f(x)-1|= |V p Pad 
? 


5) Dado c> 0, seja â=minf7, fe]. Se 0<|x-8|<&, então 


at O<|x-8|<7, donde t<x<15.Dai vem: 


Year e Po, logo | Yx2 =2Yx 
|x-8| 
2.º) 0<|x-B| < 7%, donde E. 
| -8| |x-8| 
Assim, x)-2|=|Yx-2 RR is AE <e 
E by- | [- ERA f 


IG) Dado 2>0 seja d=5. Se O<|x-xp |<8, então 


[E6)-t(xo)l=|(2x+3)-(2x0+3)l=2]x-x0 | <s 
11.7) Dado e>0 seja 5=minic,[1+xy ||. Se O<|x-x|<5,erlão 


1.9 0<|x-x,|<[1+x5|, isto garante que x = —1 
2.º) 0<|x-xg|<€, donde (sendo x+ 1 € x, *—1) 


2-x-2 x-%-2 


[ttx)—f(x0)|=|> =Hx-2)-(x,-2)|=|x-xo|<e. 


x+1 xXx, +1 


L8)a) flx)-f()=(x-1)(2x+3) 
b) Se |x-1)<?, então E RM 
2 2 2 
Dai, vem: Em! e então |x|< É. Temos 
a a 2 


[o)-1(D|=|(x-1)| |2x+3| 


Como -5<2x<9, temos -Z<2x+3<12, donde |2x+3[<12. ASSIM, 


ivale a igualdade para w= 1): 
[E(x)=1(1)|s12-[x-1] 
c) Dado => D seja S=minjá, = . Se 0 <|x-1] <ô, então 


12) p<[x-|<5. donde [EO -tH(D|<1Z|x-1] 


& 
28) O<jx-i|<s. donde |f(x)-f(Mj<e 


il 3 
Ig 3 
5 111031 ms 
1.12) À 11.13) 32 0.149 À 
o . ) , j 2 
2 

11:15) FÉ 11.16) À 11.17) É 
q 2 B 

8 1 

148) > E! 

ne 149) 5 
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11.20) a=1,ba-S 11.21) Fx) = (x (x + 3)(x+1) 


1.22) (x) = x(x+1)(x+2) 


123)2) A = 8 b) 1 
E| 
1.24) a) 5 b) O c) não existe 
11.25) a) —1 b) 1 c) não existe 
11.26) a) 3 b) =3 c) não existe 
3 3 
[1.27 — Bb) — I 
ja) 2 ) 2 c) nao existe 
11.28) a) à = : b) —1 c) não 
1.29) ea 11.30) —o9 11.31) +e6 
11,32) +00 11.33) +00 I.34) —co 
1,35) 2) O b) 0 
1,35) a) O b) não existe 
1.374 a) +c0 bj -c0 
1.38) 2) 3 bj3 
1.39) 3) 1 b) +c0 
I.40) aj 0 bj O 
1.41)2)0 b) não existe 
2h 
11.42) a) —1 [143] a = E 
1 2 
11,44) E 11.45) a: 11.46) 1047 
11.47) 2 11.48) —4 11,49) +05 
11.50) 3/3 11.51) 0 11.52) 4 
11.53) 0 11.54) +00 1.55) : 
de 1.58) 5 
11.56) a 11.57) Ye? 58) E 
1 
11.59) Ja [1.60) es 11.61) 8 In 2 11.62) —1 1.53)-3 
cosxcos” y +senxseny -2xsen2x - xye? —y 
Us time-Lro DR UU E pc o 2 A À 
dado cos" y prt xe% + xinx 
5 
HI.2) a) A b) 2 eo d) co 


1.3) 240cm'/s 
449 


m1.4)a)[0:Z) e[32,2x 6) [SE 
j 4 4 ) 4" 4 
1.5) x= 1 dm 
[]1.6) máximo relativo: —2 Wl7)m=24 en=-13 
minimo relativo: +4 
V.1)a)JA=1,B=2,C=-2 
xº 
b) era In[ x + 1] 
2x (14x) cale secx tgx+In|secx+tgx 
pio a +C IV.3) X==" 2 0TDD"————— +c 


IV.2) > 


3 15 


r secx(secx+tgx "sec? x+secx - tgx 
IV.4) [ secxax = [ Seex(ecex = Ma [E — Sax" 
J secx+tgx L secxtgx 


Fazendo sec x + tg x = u, temos 


du 
secx+tgx)'=— 
( 9x) dx 
du 
secx)+(tax)' = — 
(secx)+ (tgx)'=—— 


secx - tgx+sec? x dx = du 


Substituindo na integral, vem: 


= e Inful+c=In|secx+tgx|+c 


IV.5) In|cossecx+cotgx|+c IV.6) “A cosx+c 
pi 
E a iai 
IV.7) a) +C, 
+1 
n n x? n x n x" a 
b) Xx+ m-— + nie SE =p j—s Cs 
O) (2 tala n-1)n In)Jn+1 
n-1 
e) 2 1 
n+1 
IV.8)a=1, b=-2 e c=2 


ivaaz4 e b=1 
38 


b) — 
x 
c) porque (note que f(x) » 0, vVxeR) 
2 1 2 
| Ho) ax =[ to) axa | fla (=1 +) 
0 [o] 1 


1 
W10) I[fa+1,n)= | x (1-x)" dx 
D 


Vamos integrar por partes, fazendo 


f(x) = x" (portanto. f'(x) = (2+1)x”) 


[ 
ne] 
g'(x)=(1- o) portanto, g(x) = Je-=r a O e. | 
n+1 
Assim, 
i nr1 1 fé ne1 
Ho nat: D n+1 
* “In 
0 
a+1 «xi (1x) dx qa+1 : Ia; n+1) 
pn+1 n+1 


ua w2 
[4.11] a) Vamos escrever |, = [ sen" x dx = [ sen"”!x - senxdx 
20 “o 


Fazendo f(x)=sen"'x e g'(x)=senx, temos 


f(x)=tn-1)sen"'x.cosx e a(3)= | (x) dx= | senxax = -cosx 


Então: 


2 edi n2 
= | sen" xdx=-sen""'x.cosx| - j (n=1) sen”?x -cosxt-cosx)dx= 
1) 


t ] 
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Dio man Earl oroa 


ij a? x F 
In = ] (n-1) sent? xcos" xdx — (n- 1) | sen” x(1-sen x) dx 
EE Ú i 


a!2 ma 
h =(n-1) j sen"? udx-—[(n-1) Í sen" xdx 
[é] 


' 1 


In-2 n 


a = (n- ls =(n-1l 
+ (n= 0 =(n= 1), 


n-1 
Logo, | =" tz 


H 
Db) L => =—Ul, = 
Nate E e E 


RESPOSTAS DO EXERCÍCIOS DE VESTIBULARES 


TESTES 
| a a 41 d a B1 d 
e a 42 b 6 B2 b 
b d 4a d e 8a e 
a a d4 a d B4 c 
b E as b E As b 
b [E 46 d a HE a 
b E 47 B [s Br c 
d h 4B d b Ba d 
b E 49 b d 89 a 
E h So a b 80 a 
k [E 51 [ a E b 
a! b az al E 32 E 
d fe 53 h d 3 d 
[5 b 54 E] B Sd [5 
d b 55 a a as a 
a [— 55 E] b 98 b 
h e 57 E [o 7 e 
e a ha d d 8 a 
E [= 59 a É 99 b 
= b Bo d b 100 b 


ridtõãõioonroctosvodo so aoaão 


120) 1! (x)=1+ Vxr4 


121) 2x 
122) +09 


1 

123) — 
2 
124) 0 


1jx=a 
2º“jcosa 


125) | 


tra 


Dj +e 
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QUESTÕES DISCURSIVAS 


127) cosa 
126) — 
128) 
130)3 ou 1 


131) m< 12 


132) y=kxê +(3-2k)x+k eo kx? -“2kx+k+3x-y=Dokfx-1) +(3x-y)=0 


A última equação é satisfeita para x= 1 e y = 3, qualquer que seja Ke X. 
Portanto, tadas as curvas passam pelo ponta P(1; 3). 


y'=2kx+3-2k 


Fazendo Xx=1:y =2k+3-2k=3 


A reta que tangencia as curvas ho ponto P tem equação 


onde 


y-3=m(x-1) 


X=Y =3 


Portanto, a equação da reta | y=3x | tangente É 
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133) x=q+knkeZ 


134) A funçao dada não é derivável no ponto x = 1, pois, como f(x) só é definida 


para x>1, não existe a derivada à esquerda no ponto x = 1. Assim, só 
podemos dizer que f(x) é derivável à direita no ponto x = 1. 


-senx E 
195) = 136) t= 2 V2 


7 E) 
|senx|] 


137) raizes: 0 e 1 


ponto de minimo: 


138) Seja F(x)=P(x)+Q(x)=P(x)+ax”. Temos P'(0)=0 e P“(0)>0. Então, 
como F'(x)=P'(x)+arx"! vem F'(0)=P'(0)=0 e como 


F"b)=P"(x)rar(r-1)x"2, 
vem F"“(0)=P"(0)>0 donde F(x) tem mínimo relativo para x=0, 


139)a=b=4m 
140) E 

4 
141)3 


142) | Re e) 
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